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第1章 序論 
 

1.1 本研究の背景 

 

 血管狭窄部の非侵襲的検査手法 

 

 重大な心疾患の一つとして，心筋梗塞が挙げられる．その要因は，心臓に酸素を供給する

冠動脈に血栓がたまることで狭窄部が生じ，供給酸素の低減が起こり，心筋の活動が阻害さ

れることである． 

 現在，冠動脈狭窄部を対象とする非侵襲的な検査手法がいくつか考案されている．代表的

なものでは，狭窄部の形状から狭窄率を推定する CCTA（coronary computed tomography 

angiography），造影剤濃度の減衰勾配をもとに診断を行う TAG（transluminal attenuation 

gradient），狭窄部前後での造影剤濃度の時間平均をもとに診断を行う CCO（corrected 

coronary opacification），CCTA で得た形状データをもとに数値解析を行い FFR

（specifically fractional flow reserve，冠血流予備量比）を推定する FFR-CTなどが挙げら

れる． 

 しかしながら，非侵襲的な画像診断の精度は侵襲的な検査手法の精度と比べて低いもの

となっている[1]．その理由は大きく分けて二つ考えられる．一つは，血管形状と血流動態

の連成効果である．血管は柔軟な組織であるため流体力によって変形し，変形後の形状が血

流動態に影響を及ぼす．したがって，血管形状のみから血流動態を把握し，虚血度の評価を

行うことは困難となる．もう一つは，血流の乱流への遷移である．管内流れにおける狭窄部

下流では，乱流への遷移が起こることが知られている[2], [3]．そのため，狭窄部下流での血

流動態の把握は困難であると言える． 

 こうした背景から，非侵襲的な画像診断の精度を向上させるためには，血管形状との相互

作用を考慮した上で血流動態に関する知見を得ることが必要となる． 

 

 

 狭窄管内流れを対象とする数値シミュレーションの現状 

 

 狭窄病変部位における血流動態を解明するため，過去にいくつかの実験と解析が行われ

てきた． 

 狭窄管内流れについての実験は，1970 年代から行われている．中でも CFD 解析の妥当

性確認に用いられている研究は Ahmedと Giddensによる剛体管実験である．1983年の第

一報[2]では，面積狭窄率 25，50，75％のガラス管において，レイノルズ数 500～2000 に
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わたる幅広い条件での実験が行われた．レーザードップラー計を用い，速度分布や壁面せん

断応力の詳細なデータを得ている．また，狭窄率やレイノルズ数によっては狭窄後部で乱流

が発生することを確認した．続く第二報[3]では，同じ実験系で Re=1000，2000の流れに対

して計測を行い，乱流強度分布や乱流エネルギースペクトルを取得している．また，1984

年には狭窄管内拍動流についても同様の計測を行っている[4]．Ahmed と Giddens による

これら一連の実験は，その後の数値解析の妥当性確認に用いられている． 

 一方，狭窄管内流れの数値解析も行われている．Ghalichi らは有限要素法解析ソフト

FIDAPを用い，狭窄管内流れの解析を行った[5]．乱流モデルは𝑘‐𝜔モデルである．狭窄率

50%，75%，86%の場合について，Re=1000~2000の範囲で解析し，Ahmedと Giddensに

よる実験結果，𝑘‐ 𝜀モデルの解析結果，および層流モデルによる解析結果と比較している．

𝑘‐𝜔モデルによる解析結果は実験結果と精度よく一致した．一方で，𝑘‐ 𝜀モデルの解析結果

は，狭窄部後流における壁面圧力の分布を再現できていないことを確認した． 

Banksらは乱流モデルのうち，𝑘‐𝜔モデルと𝑘‐ 𝜀モデルの比較を行っている[6]．狭窄管内

流れの解析では𝑘‐𝜔モデルが𝑘‐ 𝜀モデルより実験結果を精度よく再現できることを確認した．

また𝑘‐ 𝜀モデルが流入部の乱流強度に影響を受けない一方，𝑘‐𝜔モデルは流入部の乱流強度

の変化に敏感であることを示した．続いて，狭窄を持つ分岐頸動脈に対して，𝑘‐𝜔モデルに

よる解析を行っている． 

Soloperto らは ANSYS CFX11 を用い，狭窄のある分岐頸動脈に対する有限体積法解析

を行った[7]．乱流モデルは SST（shear stress transport）𝑘‐𝜔および SAS（scale adaptive 

simulation）を用いている．流れについては層流および乱流の仮定を置いてそれぞれ解析し，

速度分布などの計算結果を Ahmedらの実験結果と比較した．その結果，乱流解析が軸対称

狭窄管の実験を精度よく再現できると結論付けた． 

これらの研究から，狭窄管内流れの解析は𝑘‐𝜔モデルで行うことが適当であるという合意

が形成されつつある[6]． 

 流体と構造の相互作用に着目した解析も，近年行われている．Khalil らは軸対称動脈瘤

を対象とし，流体構造連成による拍動流解析を行った[8]．乱流モデルは𝑘‐𝜔としている．実

験結果による妥当性確認や，壁を剛体とした場合の解析結果との比較を行っている．剛体壁

による解析では，流体構造連成を考慮した場合よりも壁面応力を低く見積もってしまうこ

とを明らかにしている． 

Jahangiri らは，有限要素法ソルバーADINA を用いた狭窄管の流体構造連成解析を行っ

た[9]．乱流モデルは𝑘‐ 𝜀モデルおよび RNG（renormalization group）𝑘‐ 𝜀モデルを用いて

いる．層流解析と乱流解析，および剛体管と柔軟管の比較検討を行い，80%狭窄管内流れの

解析には乱流の仮定が適当であること，また，剛体管と柔軟管では柔軟管のほうが精度よく

実験結果を再現できると結論付けた．  

 このように，狭窄管における流体構造連成解析が行われているものの，未だにその報告は

数少ない．さらに，解析条件が必ずしも生理学的条件を満たしていないなどの問題がある． 
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1.2 本研究の目的 

 

本研究の大目的は，血管狭窄部における血流動態の把握である．そこで本研究においては，

レイノルズ平均ナビエ-ストークス方程式，ならびに Wilcox 𝑘‐𝜔モデルに基づく乱流解析

機能を実装した流体構造連成解析プログラムを開発する．Ahmed と Giddensによる実験結

果[2]を用いてプログラムの妥当性確認を行い，その後，狭窄柔軟管内拍動流について解析

を行う． 

 

 

1.3 本論文の構成 

 

 本研究論文の構成を以下に示す． 

・第 1章 序論 

・第 2章 解析手法 

 本章ではまず，流体構造連成解析の基礎となる ALE法の概念，本研究でプログラムを開

発したレイノルズ平均ナビエ-ストークス方程式，およびWilcox 𝑘‐ 𝜔モデルについて概要を

述べる．次に連成手法，離散化手法を示す．また，解析モデルの詳細について述べる．最後

に全体の解析プログラムの流れを示す． 

・第 3章 解析結果 

 解析結果をもとにプログラムの妥当性確認を行い，その後，狭窄柔軟管拍動流解析の結果

について述べる． 

・第 4章 結論 

 本研究で得た知見をまとめ，今後の展望について述べる． 

・付録 

 本研究において鈴木が行ったコーディングの詳細を記す．付録 A ではレイノルズ平均ナ

ビエ-ストークス方程式およびWilcox 𝑘‐𝜔モデルの弱形式化，有限要素法離散化を行う．付

録 B では Newton-Raphson 法のための線形化を施す．付録 C では四面体一次要素を含む

積分計算の詳細を示す． 
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第2章 解析手法 
 

2.1 流体構造連成解析 

 

 血管は柔軟な組織であるため，内部を流れる血液の流体力によって変形する．また，変形

後の形状は流れ場の境界条件を変更するため，血流動態に影響を及ぼす．このような変形挙

動を起こす構造物と流体との界面を含む領域を解析するために，流体構造連成解析手法が

考案されてきた．本研究では RANS，Wilcox k-ωモデルに基づく乱流の支配方程式に SUPG，

PSPG安定化を適用し，離散化，線形化を行い，先行研究の流体構造連成解析プログラムを

拡張した．本節では，流体構造連成解析手法，ならびに，本研究で開発を行った乱流モデル

の概要を記す．離散化，線形化された方程式の詳細は付録に記す．ただし本節は先行研究

[10]を参考にしており，特に 2.1.1節，2.1.4節，2.1.6節，2.1.7節，2.2節はその内容を抜

粋し，本研究に関わる内容を加えた上でまとめたものである． 

 

 

 ALE 法 

 

 流体構造連成問題においては，流れ場の形状が時間とともに変化するため，物質追従視点

である Lagrange 座標系や，空間固定視点である Euler 座標系では問題の定式化が困難と

なる．Lagrange座標系は物質に固定された視点であるため，物質の変形や流動にともなっ

て座標自体がもつれてしまい，過度な変形や流動に対する解析が不可能となる．また，Euler

座標系は空間固定視点であるため，流体と構造の境界面の移動を追跡することが不可能で

ある． 

そのため，Lagrange 座標系および Euler 座標系のいずれとも本質的に無関係な

ALE(Arbitrary Lagrangean-Eulerian)座標系により，種々の物理量を表現する．以下，

Lagrange 座標系，Euler 座標系，ALE 座標系による空間内の点の表現をそれぞれ𝑿, 𝒙, 𝝌

とする． 

各座標系間における物理量の時間偏導関数の関係式を導く．任意の物理量𝐴の Lagrange

座標系における時間偏微分（物質時間導関数）について，次式が成立する． 

𝜕𝐴

𝜕𝑡
|
𝑿
=
𝜕𝐴

𝜕𝑡
|
𝝌
+
𝜕𝐴

𝜕𝜒𝑖

𝜕𝜒𝑖
𝜕𝑡
|
𝑿
 (2.1) 

=
𝜕𝐴

𝜕𝑡
|
𝝌
+𝑤𝑖

𝜕𝐴

𝜕𝜒𝑖
 (2.2) 
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𝑤𝑖 =
𝜕𝜒𝑖
𝜕𝑡
|
𝑿
 (2.3) 

 

 物理量𝐴として Euler 座標系𝒙を選ぶと，Lagrange 座標系と ALE 座標系の速度関係式

(2.5)を得る． 

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡
|
𝑿
=
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡
|
𝝌
+𝑤𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝜒𝑗

 (2.4) 

𝑣𝑖 = 𝑣̂𝑖 + (𝒙⊗ ∇𝜒) ∙ 𝒘 (2.5) 

ただし， 

𝑣𝑖 =
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡
|
𝑿
 (2.6) 

𝑣̂𝑖 =
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑡
|
𝝌
 (2.7) 

とおいた． 

 ここでベクトル𝒄を式(2.9)のように定義し，式(2.1)に代入すれば，式(2.10)を得る． 

𝒄 = 𝒗 − 𝒗̂ (2.8) 

= (𝒙⊗ ∇𝜒) ∙ 𝒘 (2.9) 

𝜕𝐴

𝜕𝑡
|
𝑿
=
𝜕𝐴

𝜕𝑡
|
𝝌
+ (𝐴⊗ ∇𝑥) ∙ 𝒄 (2.10) 

上式が ALE法による物理量表現の基礎式となる．式(2.7)で定義された𝒗̂は ALE座標系の

Euler 座標系に対する速度であるから，𝒗̂ = 𝟎であれば ALE 座標系は Euler 座標系に一致

する．また，𝒗̂ = 𝒗であれば，式(2.8)，(2.9)から𝒘 = 𝟎となる．このとき式(2.3)から分かる

ように，ALE 座標系は Lagrange 座標系と一致する．したがって，ALE 座標系は𝒗̂の値に

よって Euler座標系と Lagrange座標系の間の任意の座標系を取りうることがわかる． 

有限要素法解析に ALE 座標系を適用する意義は，𝒗̂をメッシュの速度とすることで変形

する境界の追従が可能となることである．すなわち，流体構造連成解析において用いる ALE

座標系は，境界の変形に合わせて時々刻々と変化する Euler座標系と解釈される． 

 

 

 レイノルズ平均ナビエ-ストークス方程式 

 

 図 2-1に示すように，乱流における流速は激しい乱れを伴うものであり，乱れを直接定式

化して数値計算を行うことは困難である．微細な計算メッシュと時間刻み幅を用いて最も

スケールの小さな渦まで再現する計算手法 DNS（Direct Numerical Simulation）が考案さ

れているが，計算負荷が大きく，診断に際し実用的な解析手法ではないと考えられる．本研

究においては，少ないモデル方程式で解析を行うことができる，レイノルズ平均ナビエ-ス



11 

 

トークス方程式に基づく方法を用いる． 

 

図 2-1 乱流流れにおけるある一点での速度の例 

 

まず，乱流における流速を，平均流れと変動成分に分解して考える． 

𝒗(𝑡) = 𝒗̅(𝑡) + 𝒗′(𝑡) (2.11) 

𝒗(𝑡):流速，𝒗̅(𝑡):平均流れ，𝒗′(𝑡): 変動成分 

 変動量の統計的取り扱いのため，アンサンブル平均と時間平均にいくつかの仮定を加え

たレイノルズ平均を考える．変動する物理量（たとえば流速𝒗(𝑡)）を𝑓，𝑔，粗視化された量

（たとえば変動成分𝒗′(𝑡)）を𝑓′， 𝑔′，また𝑎を定数とすれば，レイノルズ平均における仮定

は以下のようになる[11]． 

𝑓̅̅ = 𝑓̅, 𝑓′ ∙ 𝑓̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0, 𝑓 ′̅ = 0, 𝑎 ∙ 𝑓̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎 ∙ 𝑓̅,  

𝑓 + 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓̅ + 𝑔̅,
𝜕𝑓

𝜕𝑥

̅̅̅̅
=
𝜕𝑓̅

𝜕𝑥
, 𝑓 ∙ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑓̅ ∙ 𝑔̅ + 𝑓′ ∙ 𝑔′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(2.12) 

ただし，レイノルズ平均操作を施された物理量を，上付き棒で表す．  

この平均操作をナビエ-ストークス方程式に施すことによって，次のレイノルズ平均ナビ

エ-ストークス方程式（Reynolds-averaged Navier-Stokes equation：以下 RANS）が得ら

れる． 

𝜕𝑣̅𝑖
𝜕t

+ 𝑣̅𝑗
𝜕𝑣̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

= −
1

𝜌

𝜕𝑝̅

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜈

𝜕2𝑣̅𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗

+
1

𝜌

𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
 (2.13) 

 ただし， 

𝜏𝑖𝑗 = −𝜌𝑢′𝑖𝑢′𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (2.14) 

である．𝜏𝑖𝑗はレイノルズ応力と呼ばれ，平均流れに対する乱流成分の運動量輸送の効果を表

している．層流のせん断応力が速度勾配に比例することの類推から乱流のレイノルズ応力

を評価するブジネスク近似によれば，レイノルズ応力は次式で表される[11]． 

𝜏𝑖𝑗 = 𝜌 {𝜈𝑇 (
𝜕𝑣̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
) −

2

3
𝑘𝛿𝑖𝑗} (2.15) 

  （𝑘 =
1

2
𝑣′𝑖𝑣′𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ：乱流エネルギー， 𝜌：密度） 

 式(2.15)に現れる渦動粘性係数𝜈𝑇は，RANSを閉じるために採用する乱流変数の輸送方程
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式によって定義が異なる． 

 

 

  Wilcox 𝒌‐𝝎モデル 

 

 本研究で採用した乱流モデルは，狭窄管内乱流の解析に適当とされるWilcox k-ωモデル

である[12]．Wilcox 𝑘‐ 𝜔モデルにおいて考慮される乱流変数は，乱流エネルギー𝑘，ならび

に次式で定義される比散逸率𝜔である． 

𝜔 =
𝜀

𝑘
 (2.16) 

（𝜀 = 2𝜈𝑠′𝑖𝑗 ∙ 𝑠′𝑖𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ：単位質量あたりのエネルギー消散率， 𝑠′𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑣′𝑖

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑣′𝑗

𝜕𝑥𝑖
)：変形率） 

 非圧縮性流体における𝑘と𝜔の輸送方程式は以下のようになる． 

 

・乱流エネルギー𝑘の輸送方程式（ALE座標表記） 

𝜌
𝜕𝑘

𝜕t
|
𝝌
+ 𝜌(𝑘 ⊗ 𝛻) ∙ 𝒄 = 𝛻 ∙ [(𝜇 +

𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (𝛻𝑘)] + 2𝜇𝑇𝑫:𝑫 − 𝛽

∗𝜌𝑘𝜔 (2.17) 

・比散逸率𝜔の輸送方程式（ALE座標表記） 

𝜌
∂𝜔

∂t
|
𝝌
+ 𝜌(𝜔⊗ ∇) ∙ 𝒄 = ∇ ∙ [(𝜇 +

𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)] + 2𝜌𝛾1𝑫:𝑫 − 𝛽1𝜌𝜔

2 (2.18) 

 

ただし， 

𝜇𝑇 = 𝜌𝜈𝑇 (2.19) 

𝑫 =
1

2
(∇⊗ 𝑣 + 𝑣⊗ ∇) (2.20) 

である．また，密度𝜌, 粘性係数𝜇は物性値， 𝜎𝑘 = 2.0,  𝜎𝜔 = 2.0,  𝛽∗ = 0.09,  𝛾1 = 0.553,  

 𝛽1 = 0.075はモデル定数である． 

 式(2.17)，(2.18)から𝑘，𝜔を計算し，次の定義式から渦粘性係数𝜇𝑇を算出する． 

𝜇𝑇 =
𝑘

𝜔
 (2.21) 

 

 

 安定化手法 

 流体解析に用いられる式(2.13)，(2.17)，(2.18)はいずれも 3次元の非定常移流拡散問題と

なっている．有限要素法を適用した流体解析において移流項が卓越する問題を回避するた

め，SUPG法（Streamline upwind/Petrov-Galerkin）が用いられている．これは拡散係数
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に人工拡散係数を加える安定化手法であり，最適な人工拡散係数を用いた場合，弱形式化に

用いられる重み関数が以下のようになることが知られている[11]． 

𝛿𝒗 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) (2.22) 

ただし𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔は安定化パラメータであり，式(2.23)，(2.24)で与えられる． 

𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔 =
ℎ𝑒
2|𝒄|

(coth𝛼 −
1

𝛼
) (2.23) 

𝛼 =
|𝒄|ℎ𝑒
2𝜇

, (2.24) 

ここでℎ𝑒は要素の代表長さを表す．本解析プログラムにおいては，Tezduyar ら[13]による

定義を採用し， 

𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔 = [(
2

∆𝑡
)
2

+ (
2|𝒄|

ℎ𝑒
)

2

+ {
4𝜈

ℎ𝑒
2}

2

]

−
1
2

 (2.25) 

とする．なお，要素の代表長さℎ𝑒は要素と同じ体積を持つ球の直径とした． 

 また，圧力の数値的不安定を回避するため，PSPG 法（Pressure stabilizing/Petrov 

Galerkin）を採用した．PSPG法により，重み関数に以下の項が加えられる． 

𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
∇𝛿𝑝 (2.26) 

ただし，安定化パラメータ𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔は Tezduyarら[13]の方法により， 

𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔 = 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔 (2.27) 

と定義した． 

 

 

 流体の支配方程式の弱形式化 

 

 流体部の支配方程式の弱形式化に際しては，前項で述べた SUPG法および PSPG法を用

いる．SUPG法，PSPG法を適用した際の重み関数は次のようになる． 

𝛿𝒗 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) + 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
∇𝛿𝑝 (2.28) 

式(2.28)を用いて安定化した RANSは，最終的に以下のように表せる． 
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∫ [𝛿𝒗 ∙ 𝜌
𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
+ 𝛿𝒗 ∙ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)} + 𝛿𝑫: 2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫 − (𝑝 +

2

3
𝜌𝑘) (∇ ∙ 𝛿𝒗)

𝑉

+ 𝛿𝑝(∇ ∙ 𝒗)

+ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ {𝜌
𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
+ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)} − 𝜌𝒈 − ∇ ∙ {2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫} + ∇ (𝑝 +

2

3
𝜌𝑘)}

+ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
∇𝛿𝑝 ∙ {𝜌

𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
+ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)} − 𝜌𝒈 − ∇ ∙ {2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫} + ∇(𝑝 +

2

3
𝜌𝑘)}]𝑑𝑉

= ∫ 𝛿𝒗 ∙ 𝜌𝒈𝑑𝑉
𝑉

+∫ 𝛿𝒗 ∙ 𝒕∗𝑑𝑆𝑡
𝑆𝑡

 

(2.29) 

 ただしは𝒈体積力を，𝒕∗は表面力を表すベクトルである． 

 また，𝑘‐𝜔モデルの弱形式化に際し，𝑘，𝜔の輸送方程式にも SUPG法を適用することに

より，重み関数は以下となる． 

（k 側）𝛿𝑘 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘) (2.30) 

（ω側）𝛿𝜔 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔) (2.31) 

したがって，𝑘と𝜔の輸送方程式を弱形式化したものは次のようになる． 

∫ [(𝛿𝑘 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘))(𝜌
𝜕𝑘

𝜕t
|
𝝌
+ 𝜌(𝑘 ⊗ 𝛻) ∙ 𝒄 − 𝛻 ∙ [(𝜇 +

𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (𝛻𝑘)]

𝑉

− 2𝜇𝑇𝑫:𝑫 + 𝛽
∗𝜌𝑘𝜔)] 𝑑𝑉 = 0 

(2.32) 

∫ [(𝛿𝜔 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔))(𝜌
∂𝜔

∂t
|
𝝌
+ 𝜌(𝜔⊗ ∇) ∙ 𝒄 − ∇ ∙ [(𝜇 +

𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)]

𝑉

− 2𝜌𝛾1𝑫:𝑫 + 𝛽1𝜌𝜔
2)]𝑑𝑉 = 0 

(2.33) 

 以上に示した流体部の支配方程式(2.29)，(2.32)，(2.33)に対し，四面体一次要素の補間関

数を用いた離散化を行う． 

 

 

 構造の支配方程式 

 

 本研究にて解析を行う狭窄管の構造部は，変形が微小であるため線形弾性体を仮定した．

その支配方程式は式(2.34)，構成則は式(2.35)となる． 

𝜌𝑠 (
𝜕2𝒖

𝜕𝑡2
|
𝑿

) = ∇𝑿 ∙ (𝑺 ∙ 𝑭
𝑇) + 𝜌𝑠𝒈 (2.34) 

𝑺 = 𝜆tr(𝑬)𝑰 + 2𝜇𝑬 (2.35) 

𝐸𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑢̅𝑘
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢̅𝑘
𝜕𝑥𝑗

) (2.36) 
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 流体構造連成手法 

 

 流体構造連成のため，まず境界面に適用される条件を示す．粘性流体と構造の境界面では

次式(2.37)の固着条件が適用される． 

固着条件 

𝒗𝑓 = 𝒗𝑠 
(2.37) 

ただし，上付き文字の𝑓は流体を，𝑠は構造を表す．また，境界面での平衡条件は次式となる． 

平衡条件 

𝝈𝑓 ∙ 𝒏𝑓 + 𝝈𝑠 ∙ 𝒏𝑠 = 𝒉 
(2.38) 

ただし𝝈は応力テンソル，𝒏は境界面の単位法線ベクトル，𝒉は外力ベクトルである． 

連成境界面における以上の関係式を用いれば，次のように節点変数ベクトルを定義する

ことができる． 

𝝋𝑓𝑠 =

{
 
 

 
 
𝒗𝑖
𝑠

𝒗𝑐

𝒗𝑖
𝑓

𝑝
𝑘
𝜔 }
 
 

 
 

,𝑼𝑠 =

{
 
 

 
 
𝒖𝑖
𝑠

𝒖𝑐
0
0
0
0 }
 
 

 
 

 (2.39) 

ただし，下付き文字の𝑖は流体と構造の互いに独立な変数を，𝑐は境界面で共有される変数を

表す．また，𝒖は変位である．そのため，いま𝝋𝑓𝑠は速度ベクトルに圧力，乱流エネルギー，

比散逸率の自由度を加えたベクトルであり，𝑼𝑠は構造部の変位および境界面の変位を保持

するベクトルを表している．有限要素法離散化された流体・構造それぞれの支配方程式に対

して，以上の節点変数ベクトルに対応するよう適切な成分の並べ替えを行えば，流体構造連

成解析の支配方程式(2.40)を得る． 

𝑀𝑓𝑠𝑡 ∙ ∆𝝋̇𝑓𝑠 + 𝐶
𝑓𝑡 ∙ ∆𝝋𝑓𝑠 + 𝐾𝑠𝑡 ∙ ∆𝑼𝑠 = 𝑭𝑡+∆𝑡 − 𝑸

𝑓𝑠𝑡  (2.40) 

ただし，左上添え字𝑡は時刻を，∆𝑡は解析における時間刻み幅を表す．また，各マトリクス

およびベクトルの物理的解釈は以下のようになる． 

𝑀𝑓𝑠𝑡 ：時刻ｔにおける強連成実質量マトリクス． 

𝐶
𝑓𝑡 ：時刻ｔにおける流体，乱流エネルギー，比散逸率の 

移流，粘性散逸，発散の強連成マトリクス． 

𝐾𝑠𝑡 ：時刻ｔにおける構造の強連成接線剛性マトリクス． 

𝑭𝑡+∆𝑡 ：時刻ｔ＋Δｔにおける外力等価節点力ベクトル． 

𝑸
𝑓𝑠𝑡 ：時刻ｔ＋Δｔにおける内力等価節点力ベクトル． 

 上記の支配方程式(2.40)を Newton-Raphson 法を用いて解き，Newmark-beta 法による

時間積分を実行し解析を行う． 
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2.2 境界条件処理 

 

 流体境界面における自由度縮退 

 

 本解析プログラムでは流入出口において理想流体の応力境界条件を与えている．すなわ

ち，境界面における法線方向と接線方向の応力成分は次のようになる． 

𝜎𝑛 = −𝑝 

𝜎𝑡 = 0 

(2.41) 

(2.42) 

しかしながら，このように応力境界条件を与えると流速の乱れが生じてしまうため[14]，

流速境界条件も与える必要がある．後述するWindkesselモデルとの接続を考慮し，ここで

は境界面の流速と圧力を，代表点の流速と圧力𝑣𝑠𝑢𝑟，𝑝𝑠𝑢𝑟，およびそれぞれのプロファイル

関数Φ，Ψで表すことにする．このとき流入出境界面で次式が成り立つ。 

𝒗 =Φ𝑣𝑠𝑢𝑟 

𝑝 =Ψ𝑝𝑠𝑢𝑟 

(2.43) 

(2.44) 

 次に，プロファイル関数の有限要素法離散化の手順を述べる．いま流体の解析領域で，流

速𝒗とその補間関数𝑵，圧力𝑝とその補間関数𝑴を用いて，以下のように𝒗，𝑝が離散化されて

いる． 

𝑣𝑗 = 𝑁
𝑟𝑣𝑗

𝑟 

𝑝 = 𝑀𝑡𝑝𝑡 

(2.45) 

(2.46) 

ここで，流入出境界面でのプロファイル関数も同じ補間関数を用いて離散化することを考

える． 

Φ = 𝑁𝑟Φ
𝑟
 

Ψ = 𝑀𝑡Ψ
𝑡
 

(2.47) 

(2.48) 

これを式(2.43)，(2.44)に代入すれば，式(2.45)，(2.46)から， 

𝑣𝑗
𝑟 =Φ

𝑟
𝑣𝑠𝑢𝑟 

𝑝𝑡 =Ψ
𝑡
𝑝𝑠𝑢𝑟 

(2.49) 

(2.50) 

となることがわかる． 

実際の解析ではポアズイユ流れを仮定しているため，流入境界面の速度プロファイル関

数は二次関数形である．また，流入境界面の𝑣𝑠𝑢𝑟は中心軸での軸方向速度を用いている．一

方，流出境界面の速度プロファイル関数は次式とした． 

Φ = {
0   (固着条件が適用される境界)

−𝒏    (それ以外の流出境界面)
 (2.51) 

ただし𝒏は境界面の内向き単位法線ベクトルである． 

 また，圧力は境界面内で一様な値としている．本解析プログラムは圧力制御を行うもので

あり，流入側圧力を任意に設定可能としている． 
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以上の自由度縮退により流速の乱れの問題を解決すると同時に，解析に必要な自由度を

減らすことも可能となる． 

 

 

 Windkessel モデル 

 

血管は柔軟な組織であるため，拍動流を受けることで一時的に拡張され，局所的に血液を

蓄える．その後拡張されていた部位が収縮を起こすと同時に，蓄えていた血液を前方へ送り

出す．このように，血管は電気回路におけるコンデンサの役割を果たしている． 

 Windkesselモデルはこれらの現象を定式化するため，血液流量を電流，血圧を電圧とし，

血流動態を電気回路モデルで表現する手法である．Windkesselモデルは回路要素の数によ

って分類されるが，本研究では 3要素Windkesselモデルを用いている．以下の図は，冠動

脈後部の血管系をモデル化したものである． 

 

 

図 2-2 3要素Windkesselモデル 

 

 ここで，回路方程式は以下のようになる． 

𝑃 = 𝑃1 + 𝑃2 (2.52) 

𝐼 =
𝑃1
𝑅1

 

=
𝑃2
𝑅2
+ 𝐶

𝑑𝑃2
𝑑𝑡

 

(2.53) 

 

(2.54) 

これらの式を整理し，𝑃1と𝑃2を消去すると，次式を得る． 

(1 +
𝑅1
𝑅2
) 𝐼 + 𝐶𝑅1𝐼̇ − 𝐶𝑃̇ −

𝑃

𝑅2
= 0 (2.55) 

以上のモデル化により，流出境界面における電流（流量）と電圧（血圧）の関係式が導かれ

たことになる． 

前節で述べた自由度縮退の方法を用いれば，境界面の速度と圧力を，1次元のモデル化で
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あるWindkesselモデルに接続することが可能である．出口境界面𝑆𝑜𝑢𝑡における内向き単位

法線ベクトルを𝒏とすると，電流は次式で表される． 

𝐼 = ∫ 𝒗 ∙ (−𝒏𝑑𝑠)
𝑆𝑜𝑢𝑡

 

= ∫ Φ𝑣𝑠𝑢𝑟 ∙ (−𝒏𝑑𝑠)
𝑆𝑜𝑢𝑡

 

= −𝑣𝑠𝑢𝑟∫ Φ ∙ 𝒏𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡

 

(2.56) 

 

(2.57) 

 

(2.58) 

上式を式(2.55)に代入して整理すると𝑃を𝑣𝑠𝑢𝑟，𝑣𝑠𝑢𝑟̇ ，𝑃̇で表すことができる．また，Newmark

法により𝑃̇を𝑃で表すことができるので，結局𝑃は𝑣𝑠𝑢𝑟，𝑣𝑠𝑢𝑟̇ の式で表される．また，表面力

𝒇は 

𝒇 = ∫ (−𝑃Φ)𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡

 

= −𝑃∫ Φ𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡

 

(2.59) 

 

(2.60) 

のように表せるので， 

𝒇 = 𝒇(𝑣𝑠𝑢𝑟, 𝑣𝑠𝑢𝑟̇ ) (2.61) 

となる．この式を流体の支配方程式と連成させることで，Windkessel モデルを接続する． 

 

 

 Windkessel モデルの接合 

 

本解析プログラムにおける，具体的なWindkesselモデルの接合手法について述べる．式

(2.51)，(2.58)より𝐼は，流出境界面の面積を𝐴𝑜𝑢𝑡，固着条件が適用される境界を∂𝑆𝑜𝑢𝑡とする

と， 

𝐼 = −𝑣𝑠𝑢𝑟∫ Φ ∙ 𝒏𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡

 (2.62) 

= −𝑣𝑠𝑢𝑟∫ (−𝒏) ∙ 𝒏𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡−∂𝑆𝑜𝑢𝑡

 (2.63) 

= 𝑣𝑠𝑢𝑟∫ 𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡−∂𝑆𝑜𝑢𝑡

 (2.64) 

= 𝑣𝑠𝑢𝑟𝐴𝑜𝑢𝑡 (2.65) 

となる．また，式(2.51)，(2.60)より𝒇は， 

𝒇 = −𝑃∫ Φ𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡

 (2.66) 
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= 𝑃𝒏∫ 𝑑𝑠
𝑆𝑜𝑢𝑡−∂𝑆𝑜𝑢𝑡

 (2.67) 

= 𝑃𝒏𝐴𝑜𝑢𝑡 (2.68) 

となる．式(2.65)を電流と電圧の関係式(2.55)に代入すると，次式を得る． 

(1 +
𝑅1
𝑅2
)𝐴𝑜𝑢𝑡 𝑣𝑠𝑢𝑟

𝑡+∆𝑡 + 𝐶𝑅1𝐴𝑜𝑢𝑡 𝑣𝑠𝑢𝑟̇
𝑡+∆𝑡 − 𝐶 𝑃̇𝑡+∆𝑡 −

𝑃𝑡+∆𝑡

𝑅2
= 0 (2.69) 

ただし左上添え字は時間ステップを表す．ここでNewmark法により，𝑃について次の関係

式を用いる． 

𝑃𝑡+∆𝑡 = 𝑃𝑡 + ∆𝑡{𝛾 𝑃̇𝑡+∆𝑡 + (1 − 𝛾) 𝑃̇𝑡 } (2.70) 

式(2.50)，(2.51)，(2.52)，および次式(2.53)を整理すると，式(2.54)を得る． 

𝒇̇ = 𝑃̇𝒏𝐴𝑜𝑢𝑡 (2.71) 

𝒇𝑡+∆𝑡 =
(𝑅1 + 𝑅2)𝐴𝑜𝑢𝑡

2

1 +
𝐶𝑅2
𝛾∆𝑡

𝑣𝑠𝑢𝑟
𝑡+∆𝑡 𝒏+

𝐶𝑅1𝑅2𝐴𝑜𝑢𝑡
2

1 +
𝐶𝑅2
𝛾∆𝑡

𝑣𝑠𝑢𝑟̇
𝑡+∆𝑡 𝒏 

+

𝐶𝑅2
𝛾∆𝑡

1 +
𝐶𝑅2
𝛾∆𝑡

𝒇𝑡 +
𝐶𝑅2

1 − 𝛾
𝛾

1 +
𝐶𝑅2
𝛾∆𝑡

𝒇̇𝑡  

(2.72) 

この式を他の支配方程式と連成させて解く． 

 

 

 𝒌‐𝝎モデルの境界条件 

 

 次に𝑘‐𝜔モデルの境界条件の詳細を示す．狭窄管流入部，出口部ともに次の勾配 0条件を

与えた． 

𝜕𝑘

𝜕𝑛
= 0,

𝜕𝜔

𝜕𝑛
= 0 (2. 73) 

また，流入部での𝑘については，次式に従って各節点の値を設定した[12]． 

𝑘 =
3

2
(𝑈𝐼)2 (2.74) 

ここで𝑈は流速を表しており，本解析では入口境界面上での管軸方向流速を用いた．また，

𝐼は乱流強度であり，平均流れに対する変動成分の二乗平均平方根の比として定義される．

式(2.56)を変形し，乱流エネルギー𝑘を用いて表せば，𝐼の定義は次式となる． 

𝐼 =
√2
3𝑘

𝑈
 

(2.75) 
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 さらに，流入部での𝜔は次式で与えられる． 

𝜔 =
√𝑘

𝐿
 (2.76) 

ここで𝐿は乱流長さスケールを表す． 
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2.3 プログラムの流れ 

図 2-3に，本研究で解析に用いたプログラムの流れを示す． 

 

 

図 2-3 プログラムの流れ 
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本解析プログラムでは，時間ステップ内で Newton-Raphson 法の反復計算を行い，残差

が収束した時点でループを出て次の時間ステップに進む操作を繰り返している．図 2-3 の

max_iterは反復計算の回数限度を表している． 

 流体境界メッシュ追従は，メッシュの歪みによる計算の破綻を防止するために行ってい

る．本研究の計算プログラムでは弾性スムージングと呼ばれる方法を用いている．反復計算

ごとに流体構造境界面に変位が生じるが，そのままでは外側の流体メッシュが大きくなる

か，あるいは境界が流体メッシュに食い込んで負体積を生じてしまう．そこで，流体部に仮

想的にポアソン比の小さい弾性体を置き，境界の変位を強制変位として内部の変形を解く．

その上で新たにメッシュを作り直す．この手法により，大きく歪んだメッシュの生成を防止

する． 

 なお，求解には Intel Math Kernel Libraryのソルバーである Pardisoを用いた．時間積

分には Newmark-beta法を採用しているため，加速度増分ベクトルを未知変数としている．  
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2.4 解析モデル 

 

 モデル形状の詳細 

 

 本研究で用いた解析モデルは，Ahmedらの実験[2]で使用されたアクリル樹脂からなる狭

窄管をもとに作成したものである． 

 実験で使用された管は長さ 6908.8mm，内径 50.8mm である．外径は指定されていない

が，これは管の変形を考慮していないためと考えられる．狭窄部長さは 101.6mm であり，

面積狭窄率 25%，50%，75%のコサインカーブである．また，狭窄開始点は流体流入部から

4876.8mmの地点となっている． 

この形状をもとに，長さ 903.20mm，内径 50.8mm，外径 84.6mm，狭窄部長さ 101.6mm

の狭窄管モデルを作成した．狭窄開始点は流入部境界面から 350.8mm の位置に設定した．

管長を短くした理由は，Ahmed らの論文で議論の対象とされている流体領域が，狭窄終了

点から 304.8mm までに限られており，流体挙動を論じるのに十分な長さを確保していれ

ば，計算負荷を軽減するために管長を短くしてよいと判断したためである． 

 図 2-4 にモデル形状の概略を，図 2-5，図 2-6，図 2-7 に実際のメッシュを示す．ただし

メッシュ拡大図は見やすさのため，一部要素を非表示としている．メッシュは四面体である．

一辺の長さは，粗いメッシュが約 3.6mm，詳細メッシュが約 2.4mmとなっている．  

 

 

図 2-4 モデル形状の概略 
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図 2-5 狭窄率 75% 粗いメッシュ 全体図（上），拡大図（下） 

 

 

 

図 2-6 狭窄率 75% 詳細メッシュ 全体図（上），拡大図（下） 
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図 2-7 狭窄率 95% 詳細メッシュ 全体図（上），拡大図（下） 

 

 ただし，狭窄率 75%モデルは定常流解析によるメッシュ粗さの評価，および妥当性確認

のために，狭窄率 95%モデルは柔軟管拍動流解析のために作成した． 

 また，解析に用いたモデル形状と節点数・要素数は表 2-1の通りである．詳細メッシュの

節点数は，粗いメッシュの節点数の約 2倍とした． 

 

表 2-1 モデル形状と節点数・要素数 

狭窄率 メッシュ粗さ 節点間距離 要素数 節点数 

75% 粗い 約 3.6mm 287423 51204 

  詳細 約 2.4mm 671976 116482 

95% 詳細 約 2.4mm 671768 116385 
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 流体および構造の物性値 

 

 次に，実験で用いられた流体および構造部の物性値を示す．実験において用いられた流体

は水 37%，グリセリン 63%（質量割合）の混合液である．そのため，文献値[15]から混合液

の密度および粘性係数を求めた．また，狭窄管の物性値については実験論文で厳密な指定が

ないため，参考文献[16]から，アクリル樹脂として一般的と考えられる物性値を採用した． 

 

表 2-2 流体および構造の物性値 

流体 密度 1149 kg/m3 

  粘性係数 1.379×10-2 Pa・s 

狭窄管(アクリル樹脂) 密度 1.18 kg/m3 

  ヤング率 3.0 Gpa 

  ポアソン比 0.35 

 

 狭窄管のヤング率は 3.0GPaと設定している．これは，今回の解析条件である流入部圧力

0.1~0.5kPa に比べて十分に大きなオーダーを持つ．したがって，実験と同様に管形状の変

化は無視できる． 

 また，柔軟管解析には，上述の狭窄管モデルと同じ形状を用い，ヤング率を変更したもの

を用いた．表 2-3に柔軟管の物性値を示す．  

 

表 2-3 柔軟管物性値 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

構造(柔軟管) 密度 1.18 kg/m3 

  ヤング率 0.5 Mpa 

  ポアソン比 0.45 
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第3章 解析結果 
 

3.1 プログラムの妥当性確認 

 

 本項では，乱流モデルを用いた流体構造連成解析の妥当性確認，ならびにメッシュ粗さの

評価を行う． 

 

 

 妥当性確認の手法 

 

 乱流モデルを用いた狭窄管内流れの流体構造連成解析プログラムの妥当性確認には，

Ahmed と Giddens による実験結果[2]を用いた．計測値と本プログラムによる解析結果の

流速分布を比較し，一致しているかどうかを確認した．なお Ahmed と Giddens の実験系

では流量計の付属した遠心ポンプによる流量制御を行っている．一方本解析プログラムは

圧力制御であるため，実験結果のうち，解析結果から算出されるレイノルズ数と最も近い値

のデータ（Re=500）を妥当性確認に用いた． 

 

 

 解析条件 

 

 実験では，定常流のもとで計測が行われている．そこで本解析では，流体が静止した状態

から 0.5 秒で入口境界圧力を 0kPa から 0.1kPa まで正弦波状に上昇させ，その後 0.1kPa

で一定とした． 

 

 

 メッシュ粗さの評価 

 

いま z軸を，最大狭窄部を原点とし，管出口に向かう方向を正として定義する．また𝑍 =

𝑧 𝐷⁄ （管直径𝐷 = 50.8mm）とする．図 3-1に軸方向座標 Zを示す． 
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図 3-1 軸方向座標 Z 

 

 図 3-2は 75%狭窄管における Re=485，解析時間 2.5秒での流速分布である．ただし座標

𝑍で指定した位置を中心とする厚さ 6mm の領域における節点をピックアップし，速度分布

を可視化している．また，Ahmedと Giddensによる実験結果を重ねて表示している． 

縦軸は 0.0 を管中心，1.0 を管壁とする半径方向の正規化された距離である．ここでは r

が中心軸からの距離，rmが平均半径 25.4mmを表している．横軸は実際の速度分布𝑉を𝑉̅で

割った値である．ただし𝑉̅は流入境界面の中心点における軸方向流速である． 

図 3-2より，𝑍 = 0.0，𝑍 = 1.0，𝑍 = 2.5のいずれにおいても，粗いメッシュ（51204節点）

はばらつきの大きな解析結果を与えている．特に𝑍 = 0.0，𝑍 = 1.0の𝑟 𝑟𝑚⁄ ≒ 0.7付近でその傾

向が顕著である．一方詳細メッシュ（116482節点）では，粗いメッシュとおおむね一致す

る解析結果を与えながら，誤差が小さくなっている．したがって，本研究では詳細メッシュ

での解析結果を用いて検討する． 

 従来の流体構造連成解析プログラム[10]では，類似の管内流れに対して，約25000～27000

節点のメッシュ粗さでも，理論解とおおむね一致する解析結果を取得していた．そのため，

今回節点数を約 2 倍にした解析で実験結果と異なる速度分布を得たのは，本研究で採用し

た Wilcox 𝑘‐𝜔モデルが細かいメッシュでなければ十分な精度を与えられなかったためと

考えられる． 

 

 

 妥当性確認 

 

 詳細メッシュでの解析結果について，妥当性確認を行う． 

 いずれの解析も，管中心軸付近（𝑟 𝑟𝑚⁄ ≒ 0.0）での速度は実験結果とおおむね一致してい

る．その他の領域では，軸対称でない 3次元的な流れとなったことにより，半径方向の分布

に誤差が生じている．これは，本解析では壁面付近の流体挙動を厳密に計算していないため

と考えられる．一般的な流体解析では，壁面近傍領域においては壁関数法などを用いて速度

および𝑘‐𝜔モデルの評価を行っている．先行研究ではこのような評価手法が計算精度を高め

ることが確認されている[17]．また，速度分布の誤差は，メッシュ形状のわずかな異方性に

起因しているとも考えられる． 

 𝑍 = 0.0，𝑍 = 1.0，𝑍 = 2.5のいずれにおいても，おおむね良好な一致が見られるため，本

解析プログラムは妥当であると言える．  
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図 3-2 Z=0.0, 1.0, 2.5での流速分布 

 

 

 

図 3-3，図 3-4に流速分布（等数値面）を示す．図 3-4は図 3-3を Z軸周りに 90°回転さ

せたものである．この図から，流速に非対称性を生じていたことがわかる．流れの剥離域が

大きく二か所に分かれ，流速の速い領域が扁平な形状となった．非対称性は狭窄部で生じ，

𝑍 = 4.0付近で対称流れに戻っている．また，狭窄部のメッシュについて比較すると，図 3-

4の正面側がわずかに密なメッシュになっていることがわかる．メッシュが密な領域の後流

で，剥離域が大きくなっている． 
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図 3-3 （上）メッシュ図，（下）流速分布（等数値面） 単位:[m/s] 

 

 

 

図 3-4 （上）メッシュ図，（下）流速分布（等数値面），90°回転したもの 単位:[m/s] 
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3.2 柔軟管拍動流解析 

 

 狭窄率 95%の柔軟管において，拍動流解析を行った．本解析では乱流挙動の観察を企図

し，入口境界圧力を振幅 0.2kPa，振動数 1Hzの sin波とした．時間進行につれて反復計算

が収束しにくくなり，t=1.65（秒）で時間刻み幅がその下限値に達したため，計算を打ち切

った．以下では，t=1.65までに得られた結果を示すとともに，その考察を行う． 

 

 

 流速分布 

 

 図 3-5 に，時刻 t=1.65 での流速分布を示す．見やすさのためカラーバー上限値を適当に

定めているが，流速最大値は𝑍 = 0.06で 0.935m/s となっている．狭窄部で発生したジェッ

ト流が，下流で速度を低下させ，乱流の特徴であるらせん構造に変化していく様子が確認で

きた． 

 

 

図 3-5 らせん構造の流れ場 単位:[m/s] 
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 乱流エネルギー𝒌の分布 

 

 図 3-6に，t=1.65での乱流エネルギー𝑘の分布を示す．  

 

 

図 3-6 t=1.65での乱流エネルギー𝒌の分布 単位:[m2/s2] 

 

境界条件を与えた流入側境界付近での分布が見られ，管軸方向に移流拡散していく様子

が確認された．しかしながら流入側境界付近を除く領域で𝑘のオーダーは 10-8程度と小さく

なってしまった． 

 乱流エネルギー𝑘が微小な値となった理由を考察する．𝑘‐𝜔モデルにおける𝑘の生成項は

次式で与えられる． 

2𝜇𝑇𝑫:𝑫 (3.1) 

また，𝜇𝑇の定義式を再掲する． 

𝜇𝑇 =
𝑘

𝜔
 (3.2) 

式(3.2)から，𝑘が 0 であるとき𝜇𝑇が 0 となり，式(3.1)の生成項が 0 と評価される．そのた

め，𝑘の初期値として 0を与えた場合，𝑘は 0のままとなる．いま𝑘の値を与えているのは入

口境界面だけであり，下流側には移流拡散によって及ぼされた微小な値や数値振動だけが

見られたものと考えられる． 
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 比散逸率𝝎の分布 

 

 図 3-7に t=1.5での速度分布を示す．また，図 3-8に t=1.5での比散逸率𝜔の分布を示す．

比散逸率𝜔は境界条件を与えた流入側境界付近での分布が見られるとともに，狭窄部壁面で

生じた値が下流に向かって移流拡散する様子が見られた．その分布領域は，狭窄部から生じ

たジェット流の分布領域と重なっていることが確認できた． 

 

 

図 3-7 t=1.5での速度分布 単位:[m/s] 

 

 

図 3-8 t=1.5での比散逸率𝝎の分布 単位[s-1] 
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𝜔は，負の値の拡散も生じてしまった．図 3-9 に t=1.6 での，図 3-10 に t=1.62 での𝜔の

分布を示す．t=1.6 では正の値とほぼ等しい大きさになった( 𝜔𝑚𝑎𝑥 = 160,𝜔𝑚𝑖𝑛 = −140)．

その後 t=1.62では負の値が大きくなっていった( 𝜔𝑚𝑎𝑥 = 184,𝜔𝑚𝑖𝑛 = −405)．このように，

急峻な狭窄形状をもつ部位では比散逸率𝜔を正しく解析できなかったことがわかる． 

 

図 3-9 t=1.6での比散逸率𝝎の分布 単位:[s-1] 

 

 

図 3-10 t=1.62での比散逸率𝝎の分布 単位:[s-1] 
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 残差の分布 

 

 本解析プログラムでは残差の収束を判定している．95%柔軟管の解析で計算を打ち切った

のは，時間刻み幅をその下限値まで細かくしても残差が収束しなかったためである． 

図 3-11に，残差の分布を示す．𝑥，𝑦，𝑧方向の力のつり合いを解いているため，各節点に

おける 3 方向の残差をベクトルとして表示している．この図から，狭窄部中心付近から後

流にかけて残差が分布していることがわかる． 

図 3-12 に t=1.65 での流速分布を示す．カラーバーの単位は[m/s]であり，図 3-5 と同様

に見やすさのため上限値を適当に定めている．壁面付近の剥離領域において，逆流する速度

が特に早くなるリング状の領域が存在している．狭窄部からジェット流のように流れた流

体は，リング状領域付近で速度を落とし，らせん状流れに遷移している．図 3-11 との比較

から，ジェット流の見られる領域が，残差の存在領域と重なっていることがわかる．したが

って，局所的に流速が速くなったことで速度勾配の大きな領域が発生し，数値的不安定が引

き起こされ，残差を発生したと考えられる．t=1.65では入口境界部で約 150であった Re数

が狭窄部では約 900と，6倍程度になっていた． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

図 3-11 残差の分布 単位:[N] 

図 3-12 流速分布 単位:[m/s] 
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第4章 結論 
 

4.1  総括 

 

 先行研究から引き継いだ流体構造連成解析プログラムに，RANS および𝑘‐𝜔モデルに基

づく乱流解析プログラムを実装した．血管狭窄部での血流動態の把握を狙いとし，狭窄管形

状に対して解析を行った．Ahmedと Giddensの実験結果を用いた妥当性確認では，良好な

一致をみた．その際，乱流モデルに基づく解析は，層流モデルによる解析に比べて高いメッ

シュ精度を要求することが確認された．また，狭窄部後流における剥離域の分布は，メッシ

ュ密度依存性を持つことが分かった． 

 柔軟管拍動流解析では，狭窄部後流において乱流に見られるらせん構造が確認できた．比

散逸率𝜔が狭窄部で生じ，移流拡散していく様子も見られた．また，乱流エネルギー𝑘の初

期値が 0の場合には，その後の解析で値が発生しないことを示した．しかしながら，計算の

安定性には課題を残す結果となった．  

 

 

4.2  今後の課題 

 

 本研究の解析プログラムでは，壁面近傍での流体挙動の評価が低精度であると考えられ

る．そのため，先行研究で妥当性が確認されている粘性低層や対数則域の評価手法を用いる

必要がある．また，𝑘‐ 𝜀モデルと𝑘‐𝜔モデルのハイブリッド手法（SSTモデル）の開発を行

っていくことが望ましい．しかしながら，それらの解析手法は計算負荷が大きくなる．将来

的には CTなどを用いて患者固有の血管形状を取得し，診断に際し実用的な解析時間内で血

流動態に関する有用な知見を得ることが要求される．そのため，計算スキームの見直し，な

らびに効率化が重要な課題となると考えられる． 

 また，𝑘‐𝜔モデルでは渦粘性係数の定義(2.21)から，𝜔の初期値として 0 を与えてしまう

と計算が破綻する．そのため解析開始時に適当な値を与えておく必要がある．また，乱流エ

ネルギー𝑘の初期値が0である場合，その後の解析で値が生じないことを3.3.2節で示した．

したがって，流入境界の乱流エネルギーが関心のある領域に流れ込むまで解析を行うか，あ

るいは解析領域全域に微小な初期値を与えておく必要がある．これらの𝑘，𝜔の初期値の変

化に対する解析結果の感度についても議論の余地が残されている． 

 今後はより高い圧力振幅や流速を持つ実際の生体内流れの解析が待たれているため，高

い圧力負荷や大流量にも耐えられる解析プログラムを作ることが求められる．また，先行研
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究において議論がなされていない致命的な狭窄（狭窄率 90%以上程度）の解析を行ってい

くことも課題として挙げられる．しかしながら本研究の解析で明らかになったように，狭窄

部からその下流にかけてのジェット流周辺では収束の悪い自由度が生じやすい．そのため，

計算時間が長大になってしまう．この問題を回避するため，残差が大きくなる要因の検討と，

安定して収束する計算手法の開発が必要である． 

 これらの課題を解決した上で，流体構造連成解析による管の挙動について論じていくこ

とが期待される．狭窄柔軟管の変形・振動現象は，CTスキャンの空間分解能や時間分解能

などと合わせて考慮していくべき課題である． 
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付録 A RANS および𝒌‐𝝎モデルの有限要

素法離散化 
 

 以下の付録では，本研究においてコーディングされた式の導出過程の詳細を示す．ただし，

層流モデルによる計算プログラムは片山[10]から引き継いでいるため，鈴木が導出およびコ

ーディングを行ったのは，RANS 中で𝑘および ω が関係する項，ならびに𝑘と𝜔の輸送方程

式である． 

 本論文 2.1.5 節において示した RANS および Wilcox 𝑘‐𝜔モデル（の弱形式）(2.29)，

(2.32)，(2.33)を再掲する． 

 

①弱形式で表された RANS 

∫ [𝛿𝒗 ∙ 𝜌
𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
+ 𝛿𝒗 ∙ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)} + 𝛿𝑫: 2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫 − (𝑝 +

2

3
𝜌𝑘) (∇ ∙ 𝛿𝒗)

𝑉

+ 𝛿𝑝(∇ ∙ 𝒗)

+ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ {𝜌
𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
+ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)} − 𝜌𝒈 − ∇ ∙ {2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫} + ∇ (𝑝 +

2

3
𝜌𝑘)}

+ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
∇𝛿𝑝 ∙ {𝜌

𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
+ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)} − 𝜌𝒈 − ∇ ∙ {2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫} + ∇(𝑝 +

2

3
𝜌𝑘)}]𝑑𝑉

= ∫ 𝛿𝒗 ∙ 𝜌𝒈𝑑𝑉
𝑉

+∫ 𝛿𝒗 ∙ 𝒕∗𝑑𝑆𝑡
𝑆𝑡

 

(A. 1) 

 

②弱形式で表されたWilcox 𝑘‐𝜔モデル 

∫ [(𝛿𝑘 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘))(𝜌
𝜕𝑘

𝜕t
|
𝝌
+ 𝜌(𝑘 ⊗ 𝛻) ∙ 𝒄 − 𝛻 ∙ [(𝜇 +

𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (𝛻𝑘)]

𝑉

− 2𝜇𝑇𝑫:𝑫 + 𝛽
∗𝜌𝑘𝜔)] 𝑑𝑉 = 0 

(A. 2) 

∫ [(𝛿𝜔 + 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔))(𝜌
∂𝜔

∂t
|
𝝌
+ 𝜌(𝜔⊗ ∇) ∙ 𝒄 − ∇ ∙ [(𝜇 +

𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)]

𝑉

− 2𝜌𝛾1𝑫:𝑫 + 𝛽1𝜌𝜔
2)]𝑑𝑉 = 0 

(A. 3) 

 

 上式(A.1)，(A.2)，(A.3)に対し，四面体一次要素の補間関数𝑁を用いた有限要素法離散化

を行った．直接書き下した式は長大であるため，項ごとに離散化しその詳細を示す．なお，

各項は物理的意味による名前付けをしている． 



41 

 

以下の式変形では添え字は総和規約に従う．また，𝛿𝑖𝑗はクロネッカーのデルタである．圧

力の補間関数𝑀は表記上その他の変数の補間関数𝑁と区別したが，実際には同一の関数であ

る．なお，適宜ガウスの発散定理を用い，2.2節の境界条件から項の値を評価している． 

 

 

RANS（レイノルズ平均ナビエ‐ストークス方程式） 

 

慣性項 

∫ 𝛿𝒗 ∙ 𝜌
𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

= 𝜌∫ 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑡
|
𝝌

𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜌𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑚𝑁𝑛𝑑𝑣𝑒

𝑉

]
𝜕𝒗𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝑀𝑗

𝑛
𝑖
𝑚

𝜕𝒗𝑗
𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 

𝑀𝑗
𝑛

𝑖
𝑚 = 𝜌𝛿𝑖𝑗 ∫ 𝑁𝑚𝑁𝑛𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A. 4) 

 

(A.5) 

 

(A.6) 

 

(A.7) 

 

移流項 

∫ 𝛿𝒗 ∙ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝑣)}𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 𝜌∫ 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑣𝑖𝑐𝑘
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜌𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑚𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑘

𝑜

𝑉

] 𝑣𝑗
𝑛 

(A. 8) 

 

(A.9) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝛬𝑘𝑗

𝑜𝑛
𝑖
𝑚 𝑐𝑘

𝑜𝑣𝑗
𝑛 (A. 10) 

𝛬𝑘𝑗
𝑜𝑛

𝑖
𝑚 = 𝜌𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑚𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 11) 

 ただし𝑐𝑘
𝑜は前時間ステップの値を採用し，定数として扱う． 

 

粘性項 

∫ 𝛿𝑫: 2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 2∫ (𝜇 + 𝜇𝑇)
1

2
(
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝛿𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

)
1

2
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

)𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

= ∫ (𝜇 + 𝜇𝑇)
1

2
(
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝛿𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗𝑉

+
𝜕𝛿𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒 

= ∫ (𝜇 + 𝜇𝑇) (
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

 

(A. 12) 

 

 

(A.13) 

 

 

(A.14) 
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= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜇∫ (

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑣𝑗
𝑛

+ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [∫ 𝑁𝑤 (

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑗

𝑛 

 

 

 

(A.15) 

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾1𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾2𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 (A. 16) 

𝐾1𝑗
𝑛

𝑖
𝑚 = 𝜇∫ (

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 17) 

𝐾2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 = ∫ 𝑁𝑤 (

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 18) 

 

圧力勾配項 

∫ (𝑝 +
2

3
𝜌𝑘) (∇ ∙ 𝛿𝒗)𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ (𝑀𝑠𝑝𝑠 +
2

3
𝜌𝑁𝑝𝑘𝑝)

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑖
𝛿𝑣𝑖

𝑚𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [∫ 𝑀𝑠

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑝𝑠 + 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [
2

3
𝜌∫ 𝑁𝑝

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑘𝑝 

(A. 19) 

 

(A.20) 

=  𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐵1

𝑠
𝑖
𝑚 𝑝𝑠 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐵2
𝑝

𝑖
𝑚 𝑘𝑝 (A. 21) 

𝐵1
𝑠

𝑖
𝑚 = ∫ 𝑀𝑠

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 22) 

𝐵2
𝑝

𝑖
𝑚 =

2

3
𝜌∫ 𝑁𝑝

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 23) 

 

非圧縮性の拘束条件項 

∫ 𝛿𝑝(∇ ∙ 𝒗)𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ 𝑀𝑟𝛿𝑝𝑟
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑗
𝑛𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

= 𝛿𝑝𝑟 [∫ 𝑀𝑟
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑣𝑗
𝑛 

(A. 24) 

 

(A.25) 

=  𝛿𝑝𝑟 𝐵1
𝑇
𝑗

𝑛𝑟 𝑣𝑗
𝑛 (A. 26) 

𝐵1
𝑇
𝑗

𝑛𝑟 = ∫ 𝑀𝑟
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 27) 
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RANS，SUPG安定化項 

 

慣性項 

𝜌∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙
𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

= 𝜌∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗𝑐𝑘
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑡
|
𝝌

𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

= 𝜌∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗𝑁
𝑜𝑐𝑘

𝑜
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑣𝑖

𝑚
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

𝑁𝑛𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜𝑁𝑛

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜]
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝑀𝑠𝑢𝑝𝑔𝑘𝑗

𝑜𝑛
𝑖
𝑚 𝑐𝑘

𝑜
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 

𝑀𝑠𝑢𝑝𝑔𝑘𝑗

𝑜𝑛
𝑖
𝑚 = 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜𝑁𝑛

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A. 28) 

 

(A.29) 

 

(A.30) 

 

(A.31) 

 

(A.32) 

 

 

移流項 

𝜌∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ {𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)}𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 𝜌∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗𝑐𝑘
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝑐𝑙
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜𝑐𝑘
𝑜
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑣𝑖

𝑚𝑁𝑝𝑐𝑙
𝑝 𝜕𝑁

𝑛

𝜕𝑥𝑙
𝑣𝑗
𝑛𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜𝑁𝑝

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜𝑐𝑙

𝑝
] 𝑣𝑗

𝑛 

(A. 33) 

 

(A.34) 

 

(A.35) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝛬𝑠𝑢𝑝𝑔𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 𝑣𝑗

𝑛 (A. 36) 

𝛬𝑠𝑢𝑝𝑔𝑗
𝑛

𝑖
𝑚 = 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜𝑁𝑝

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜𝑐𝑙

𝑝
 (A. 37) 
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粘性項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ {∇ ∙ 2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫}𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ (2𝜇∇ ∙ 𝑫)𝑑𝑣𝑒
𝑉

+∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ (2𝜇𝑇∇ ∙ 𝑫)𝑑𝑣𝑒
𝑉

+∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ {(2∇𝜇𝑇) ∙ 𝑫}𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

(A.38) 

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ {(2∇𝜇𝑇) ∙ 𝑫}𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A.39) 

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝑐𝑘
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

(
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑙
)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.40) 

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝑁
𝑜𝑐𝑘
𝑜
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑣𝑖

𝑚 (
𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑙
𝜇𝑇
𝑤
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑙
𝑛′ +

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑙
𝜇𝑇
𝑤
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑙
𝑣𝑗
𝑛)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.41) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗
𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑙
𝑛′

+ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 

(A.42) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑎
𝛿𝑖𝑎𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛

+ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 

(A.43) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 (A. 44) 

𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 = 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑎
𝛿𝑖𝑎𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A. 45) 

𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 = 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A. 46) 
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圧力勾配項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇⊗ 𝛿𝒗) ∙ ∇ (𝑝 +
2

3
𝜌𝑘)𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝑐𝑘
𝜕𝛿𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

(
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑗
+
2

3
𝜌
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑗
)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 47) 

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝑁
𝑜𝑐𝑘
𝑜
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑣𝑖

𝑚 (
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗
𝑝𝑟 +

2

3
𝜌
𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑗
𝑘𝑝)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.48) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝑝𝑟

+ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 [
2

3
𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝑘𝑝 

(A.49) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_1

𝑟
𝑖
𝑚 𝑝𝑟 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_2
𝑝

𝑖
𝑚 𝑘𝑝 (A.50) 

𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑟

𝑖
𝑚 = 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A.51) 

𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_2
𝑝

𝑖
𝑚 =

2

3
𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝛿𝑖𝑗∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A.52) 
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RANS，PSPG安定化項 

 

慣性項 

∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
(∇δ𝑝) ∙ 𝜌

𝜕𝒗

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
𝜕𝛿𝑝

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑡
|
𝝌

𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A. 53) 

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗
𝛿𝑝𝑟𝑁𝑛

𝜕𝑣𝑗
𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A.54) 

= 𝛿𝑝𝑟 [𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔∫
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗
𝑁𝑛𝑑𝑣𝑒

𝑉

]
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 (A.55) 

= 𝛿𝑝𝑟 𝑀𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗

𝑛𝑟
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 (A.56) 

𝑀𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗

𝑛𝑟 = 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔∫
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗
𝑁𝑛𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.57) 

 

移流項 

∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
(∇δ𝑝) ∙ 𝜌{𝒄 ∙ (∇⊗ 𝒗)}𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
𝜕𝛿𝑝

𝜕𝑥𝑗
𝑐𝑘
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑘

𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A. 58) 

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗
𝛿𝑝𝑟𝑁𝑜𝑐𝑘

𝑜
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑗
𝑛𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.59) 

= 𝛿𝑝𝑟 [𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑘

𝑜

𝑉

] 𝑣𝑗
𝑛 (A.60) 

= 𝛿𝑝𝑟 𝛬𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗
𝑛𝑟 𝑣𝑗

𝑛 (A.61) 

𝛬𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗
𝑛𝑟 = 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑘

𝑜

𝑉

 (A.62) 

 

圧力勾配項 

∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
(∇δ𝑝) ∙ ∇ (𝑝 +

2

3
𝜌𝑘)𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌

𝜕𝛿𝑝

𝜕𝑥𝑘
(
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑘
+
2

3
𝜌
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 63) 

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑝𝑟

𝜕𝑀𝑠

𝜕𝑥𝑘
𝑝𝑠𝑑𝑣𝑒

𝑉

+∫
2

3
𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑝𝑟

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑘𝑝𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.64) 

= 𝛿𝑝𝑟 [
𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔

𝜌
∫

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑀𝑠

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑝𝑠 + 𝛿𝑝𝑟 [
2

3
𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔∫

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑘𝑝 (A.65) 

= 𝛿𝑝𝑟 𝐵𝑝𝑠𝑝𝑔_1
𝑠𝑟 𝑝𝑠 + 𝛿𝑝𝑟 𝐵𝑟 𝑝𝑠𝑝𝑔_2

𝑝
𝑘𝑝 (A.66) 

𝐵𝑝𝑠𝑝𝑔_1
𝑠𝑟 =

𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔

𝜌
∫

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑀𝑠

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.67) 
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𝐵𝑟 𝑝𝑠𝑝𝑔_2
𝑝

=
2

3
𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔∫

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.68) 

 

粘性項 

∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
(∇δ𝑝) ∙ [∇ ∙ {2(𝜇 + 𝜇𝑇)𝑫}]𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌
(∇δ𝑝) ∙ {2(∇𝜇𝑇)𝑫}𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 69) 

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌

𝜕δ𝑝

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑘
)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.70) 

= ∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑖
δ𝑝𝑟

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑘
𝜇𝑇
𝑤
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑘
𝑛𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

+∫ 𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
1

𝜌

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑖
δ𝑝𝑟

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑘
𝜇𝑇
𝑤
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑗
𝑛𝛿𝑖𝑗𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A.71) 

= δ𝑝𝑟 [
𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
𝜌

𝛿𝑖𝑎∫
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑎
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑗

𝑛

+ δ𝑝𝑟 [
𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔

𝜌
𝛿𝑖𝑗 ∫

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑗

𝑛 

(A.72) 

= δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗

𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑗

𝑛 (A.73) 

𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛𝑟 =

𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔
𝜌

𝛿𝑖𝑎∫
𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑎
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.74) 

𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛𝑟 =

𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔

𝜌
𝛿𝑖𝑗∫

𝜕𝑀𝑟

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑤

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.75) 

 

ただし，途中で以下の式変形を用いた． 

2(∇𝜇𝑇)𝑫 = 2
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝒆𝑘 ∙
1

2
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
)(𝒆𝑖⊗𝒆𝑗) (A. 76) 

=
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
)𝛿𝑖𝑘𝒆𝑗 (A.77) 

=
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑗

𝒆𝑗 +
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑘
𝒆𝑗 (A.78) 

 

(∇δ𝑝) ∙ {2(∇𝜇𝑇)𝑫} =
𝜕δ𝑝

𝜕𝑥𝑖
𝒆𝑖 ∙ (

𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑗

𝒆𝑗 +
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑘
𝒆𝑗) (A. 79) 

=
𝜕δ𝑝

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝜇𝑇
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑘
)𝛿𝑖𝑗 (A.80) 
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𝑘（乱流エネルギー）の輸送方程式 

 

時間変化項 

∫ 𝛿𝑘𝜌
𝜕𝑘

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜌𝑁𝑞𝛿𝑘𝑞𝑁𝑝
𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 81) 

= 𝛿𝑘𝑞 [𝜌∫ 𝑁𝑞𝑁𝑝𝑑𝑣𝑒
𝑉

]
𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
 (A.82) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝑇𝑘
𝑝𝑞 𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
 (A.83) 

𝑇𝑘
𝑝𝑞
= 𝜌∫ 𝑁𝑞𝑁𝑝𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.84) 

 

移流項 

∫ 𝛿𝑘𝜌(𝑘 ⊗ ∇) ∙ 𝒄𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ 𝜌𝛿𝑘
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑐𝑘𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 85) 

= ∫ 𝜌𝑁𝑞𝛿𝑘𝑞
𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑘𝑝𝑁𝑜𝑐𝑘

𝑜𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A.86) 

= 𝛿𝑘𝑞 [𝜌∫ 𝑁𝑞𝑁𝑜
𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝑘𝑝 (A.87) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐴𝑘_1
𝑝𝑞
𝑘𝑝 (A.88) 

𝐴𝑘_1
𝑝𝑞

=  𝜌∫ 𝑁𝑞𝑁𝑜
𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A.89) 

 

乱流拡散項 

∫ 𝛿𝑘∇ ∙ [(𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘)] 𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 90) 

= ∫ ∇ ∙ [𝛿𝑘 (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘)]𝑑𝑣𝑒

𝑉

−∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝛿𝑘) ∙ (∇𝑘)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.91) 

= ∫ 𝛿𝑘 (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘) ∙ 𝒅𝒔

𝑆

−∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝛿𝑘) ∙ (∇𝑘)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.92) 

= −∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
)
𝜕𝛿𝑘

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.93) 

= −∫ (𝜇 +
𝑁𝑤𝜇𝑇

𝑤

𝜎𝑘
)
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑘𝑞

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑙
𝑘𝑝𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.94) 

= 𝛿𝑘𝑞 [−𝜇∫
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 [−
1

𝜎𝑘
∫ 𝑁𝑤

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝜇𝑇
𝑤𝑘𝑝 (A.95) 
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= 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_1
𝑞 𝑝

𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_2
𝑞 𝑤𝑝

𝜇𝑇
𝑤𝑘𝑝 (A.96) 

𝐷𝑘_1
𝑞 𝑝

= −𝜇∫
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.97) 

𝐷𝑘_2
𝑞 𝑤𝑝

= −
1

𝜎𝑘
∫ 𝑁𝑤

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.98) 

 

生成項 

∫ 𝛿𝑘(2𝜇𝑇𝑫:𝑫)𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ 𝛿𝑘𝜇𝑇 (
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 99) 

= ∫ 𝑁𝑞𝛿𝑘𝑞𝑁𝑤𝜇𝑇
𝑤 (

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑗
𝑛𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗
𝑛)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.100) 

= 𝛿𝑘𝑞 [∫ 𝑁𝑞𝑁𝑤 (
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 (A.101) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 (A.102) 

𝐸𝑘𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

= ∫ 𝑁𝑞𝑁𝑤 (
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.103) 

 

 

消費項 

∫ 𝛿𝑘𝛽∗𝜌𝑘𝜔𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 𝜌𝛽∗∫ 𝑁𝑞𝛿𝑘𝑞𝑁𝑝𝑘𝑝𝑁𝑏𝜔𝑏𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A. 104) 

= 𝛿𝑘𝑞 [𝜌𝛽∗∫ 𝑁𝑞𝑁𝑝𝑁𝑏𝑑𝑣𝑒
𝑉

] 𝑘𝑝𝜔𝑏 (A.105) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘
𝑝𝑏𝑞
𝑘𝑝𝜔𝑏 (A.106) 

𝐶𝑘
𝑝𝑏𝑞
= 𝜌𝛽∗∫ 𝑁𝑞𝑁𝑝𝑁𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.107) 
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𝑘（乱流エネルギー）の輸送方程式，SUPG安定化項 

 

時間変化項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘)𝜌
𝜕𝑘

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝑐𝑙
𝜕𝛿𝑘

𝜕𝑥𝑙
𝜌
𝜕𝑘

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 108) 

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑘𝑞𝑁𝑝

𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.109) 

= 𝛿𝑘𝑞 [𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑝
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜]
𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
 (A.110) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝑇𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑝𝑞 𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
 (A.111) 

𝑇𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑝𝑞
= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑝

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜 (A.112) 

 

移流項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘)𝜌(𝑘 ⊗ ∇) ∙ 𝒄𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑐𝑙
𝜕𝛿𝑘

𝜕𝑥𝑙
𝑐𝑘
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 113) 

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑘𝑞𝑁𝑜′𝑐𝑘

𝑜′
𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑘𝑝𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.114) 

= 𝛿𝑘𝑞 [𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑜′
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜𝑐𝑘
𝑜′

𝑉

] 𝑘𝑝 (A.115) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐴𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑝𝑞
𝑘𝑝 (A.116) 

𝐴𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑝𝑞
= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑜′

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜𝑐𝑘
𝑜′

𝑉

 (A.117) 

 

乱流拡散項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘) {∇ ∙ [(𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘)]}𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 118) 

= 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ ∇ ∙ {𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘) (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘)}𝑑𝑣𝑒

𝑉

− 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ ∇{𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘)} ∙ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A.119) 

= 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘) (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘) ∙ 𝒅𝒔

𝑆

− 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ {(∇ ∙ 𝒄)(∇𝛿𝑘) + (∇2𝛿𝑘)𝒄} ∙ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (∇𝑘)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A.120) 
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= −𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝑘
) (
𝜕𝑐𝑙
𝜕𝑥𝑙

𝜕𝛿𝑘

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝛿𝑘

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
𝑐𝑖)

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.121) 

= −𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ (𝜇 +
𝑁𝑤

𝜎𝑘
𝜇𝑇
𝑤)(

𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑙
𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑖
𝛿𝑘𝑞 +

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑘𝑞𝑁𝑜′𝑐𝑖

𝑜′)
𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑖
𝑘𝑝𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.122) 

= 𝛿𝑘𝑞 [−𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫
𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜] 𝑘𝑝

+ 𝛿𝑘𝑞 [−
𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔
𝜎𝑘

∫ 𝑁𝑤
𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜] 𝜇𝑇

𝑤𝑘𝑝 

(A.123) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑝𝑞
𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_3

𝑤𝑝𝑞
𝜇𝑇
𝑤𝑘𝑝 (A.124) 

𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑝𝑞
= −𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫

𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜 (A.125) 

𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_3
𝑤𝑝𝑞
= −

𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔

𝜎𝑘
∫ 𝑁𝑤

𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜 (A.126) 

 

生成項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘)2𝜇𝑇𝑫:𝑫𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝑐𝑙
𝜕𝛿𝑘

𝜕𝑥𝑙
𝜇𝑇 (

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑘

𝛿𝑖𝑗 +
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

)𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

(A. 127) 

= 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑘𝑞𝑁𝑤𝜇𝑇

𝑤 (
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑗
𝑛𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗
𝑛)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.128) 

= 𝛿𝑘𝑞 [𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑤
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜] 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑖
𝑛′𝑣𝑗

𝑛 (A.129) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 (A.130) 

𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

= 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑤
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜 (A.131) 

 

消費項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝑘)𝛽
∗𝜌𝑘𝜔𝑑𝑣𝑒

𝑉

= 𝜌𝛽∗𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑐𝑙
𝜕𝛿𝑘

𝜕𝑥𝑙
𝑘𝜔𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 132) 

= 𝜌𝛽∗𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝑘𝑞𝑁𝑝𝑘𝑝𝑁𝑏𝜔𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.133) 

= 𝛿𝑘𝑞 [𝜌𝛽∗𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑝𝑁𝑏
𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

] 𝑘𝑝𝜔𝑏 (A.134) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑝𝑏𝑞
𝑘𝑝𝜔𝑏 (A.135) 
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𝐶𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑝𝑏𝑞
= 𝜌𝛽∗𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑝𝑁𝑏

𝜕𝑁𝑞

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

 (A.136) 

 

 

𝜔（比散逸率）の輸送方程式 

 

時間変化項 

∫ 𝛿𝜔𝜌
𝜕𝜔

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

= ∫ 𝜌𝑁𝑎𝛿𝜔𝑎𝑁𝑏
𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A. 137) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌∫ 𝑁𝑎𝑁𝑏𝑑𝑣𝑒
𝑉

]
𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

 (A.138) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝑇𝜔
𝑏𝑎 𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

 (A.139) 

𝑇𝜔
𝑏𝑎 =  𝜌∫ 𝑁𝑎𝑁𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.140) 

 

移流項 

∫ 𝛿𝜔𝜌(𝜔⊗∇) ∙ 𝒄𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 𝜌∫ 𝛿𝜔
𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑘
𝑐𝑘𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 141) 

= 𝜌∫ 𝑁𝑎𝛿𝜔𝑎
𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑘
𝜔𝑏𝑁𝑜𝑐𝑘

𝑜𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A.142) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌∫ 𝑁𝑎𝑁𝑜
𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜]𝜔𝑏 (A.143) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐴𝜔1
𝑏𝑎 𝜔𝑏 (A.144) 

𝐴𝜔1
𝑏𝑎 = 𝜌∫ 𝑁𝑎𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A.145) 

 

乱流拡散項 

∫ 𝛿𝜔∇ ∙ [(𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)] 𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 146) 

= ∫ ∇ ∙ [𝛿𝜔 (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)] 𝑑𝑣𝑒

𝑉

−∫ (∇𝛿𝜔) ∙ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.147) 

= ∫ 𝛿𝜔 (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔) ∙ 𝒅𝒔

𝑆

−∫ (∇𝛿𝜔) ∙ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.148) 

= −∫ (∇𝛿𝜔) ∙ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.149) 
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= −∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
)
∂𝛿𝜔

∂𝑥𝑖

𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.150) 

= −∫ (𝜇 +
𝑁𝑤𝜇𝑇

𝑤

𝜎𝜔
)
∂𝑁𝑎

∂𝑥𝑖
𝛿𝜔𝑎

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝜔𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.151) 

= 𝛿𝜔𝑎 [−𝜇∫
∂𝑁𝑎

∂𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

]𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 [−
1

𝜎𝜔
∫ 𝑁𝑤

∂𝑁𝑎

∂𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝜇𝑇
𝑤𝜔𝑏 (A.152) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_1
𝑏𝑎 𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_2

𝑤𝑏𝑎 𝜇𝑇
𝑤𝜔𝑏 (A.153) 

𝐷𝜔_1
𝑏𝑎 = −𝜇∫

∂𝑁𝑎

∂𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.154) 

𝐷𝜔_2
𝑤𝑏𝑎 = −

1

𝜎𝜔
∫ 𝑁𝑤

∂𝑁𝑎

∂𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.155) 

 

生成項 

∫ 𝛿𝜔(2𝛾1𝜌𝑫:𝑫)𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 𝜌𝛾1∫ 𝛿𝜔(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑘

𝛿𝑖𝑗 +
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

)𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A. 156) 

= 𝜌𝛾1∫ 𝑁𝑎𝛿𝜔𝑎 (
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑗
𝑛𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗
𝑛)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.157) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌𝛾1∫ 𝑁𝑎 (
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

] 𝑣𝑖
𝑛′𝑣𝑗

𝑛 (A.158) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 (A.159) 

𝐸𝜔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 = 𝜌𝛾1∫ 𝑁𝑎 (

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.160) 

 

消費項 

∫ 𝛿𝜔𝛽1𝜌𝜔
2𝑑𝑣𝑒

𝑉

= 𝜌𝛽1∫ 𝑁𝑎𝛿𝜔𝑎𝑁𝑏𝜔𝑏𝑁𝑐𝜔𝑐𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A. 161) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌𝛽1∫ 𝑁𝑎𝑁𝑏𝑁𝑐𝑑𝑣𝑒
𝑉

] (A.162) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔
𝑏𝑐𝑎 𝜔𝑏𝜔𝑐 (A.163) 

𝐶𝜔
𝑏𝑐𝑎 = 𝜌𝛽1∫ 𝑁𝑎𝑁𝑏𝑁𝑐𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.164) 
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𝜔（比散逸率）の輸送方程式，SUPG安定化項 

 

時間変化項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔)𝜌
𝜕𝜔

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑐𝑙
𝜕𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝜔

𝜕𝑡
|
𝝌
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 165) 

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝜔𝑎𝑁𝑏

𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A.166) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑏
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

]
𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

 (A.167) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝑇𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑎 𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

 (A.168) 

𝑇𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑎 = 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑏

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

 (A.169) 

 

移流項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔)𝜌(𝜔 ⊗ ∇) ∙ 𝒄𝑑𝑣𝑒
𝑉

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑐𝑙
𝜕𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑘
𝑐𝑘𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 170) 

= 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝜔𝑎

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑘
𝜔𝑏𝑁𝑜′𝑐𝑘

𝑜′𝑑𝑣𝑒
𝑉

 (A.171) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑜′
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜𝑐𝑘

𝑜′]𝜔𝑏 (A.172) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐴𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑎 𝜔𝑏 (A.173) 

𝐴𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑎 = 𝜌𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑁𝑜′

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑙
𝑜𝑐𝑘

𝑜′ (A.174) 

 

乱流拡散項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔) {∇ ∙ [(𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)]} 𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 175) 

= 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ ∇ ∙ {𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔) (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)} 𝑑𝑣𝑒

𝑉

− 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
)∇{𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔)} ∙ (∇𝜔)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A.176) 

= 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔) (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) (∇𝜔)𝒅𝒔

𝑆

− 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
)∇{𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔)} ∙ (∇𝜔)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.177) 

= −𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
) {(∇ ∙ 𝒄)(∇𝛿𝜔) + (∇2𝛿𝜔)𝒄} ∙ (∇𝜔)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.178) 
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= −𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ (𝜇 +
𝜇𝑇
𝜎𝜔
)(
𝜕𝑐𝑘
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕2𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙
𝑐𝑖)

𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.179) 

= −𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫
𝜕𝑐𝑘
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

− 𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫
𝜕2𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙
𝑐𝑖
𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

−
𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔
𝜎𝜔

∫ 𝜇𝑇
𝜕𝑐𝑘
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

−
𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔
𝜎𝜔

∫ 𝜇𝑇
𝜕2𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙
𝑐𝑖
𝜕𝜔

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A.180) 

= −𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫
𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑘
𝑐𝑘
𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑖
𝛿𝜔𝑎

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝜔𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

− 𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫
𝜕2𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙
𝛿𝜔𝑎𝑁𝑜𝑐𝑖

𝑜
𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝜔𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

−
𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔

𝜎𝜔
∫ 𝑁𝑤𝜇𝑇

𝑤
𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑘
𝑐𝑘
𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑖
𝛿𝜔𝑎

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝜔𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

−
𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔

𝜎𝜔
∫ 𝑁𝑤𝜇𝑇

𝑤
𝜕2𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑙
𝛿𝜔𝑎𝑁𝑜𝑐𝑖

𝑜
𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝜔𝑏𝑑𝑣𝑒

𝑉

 

(A.181) 

= 𝛿𝜔𝑎 [−𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫
𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜]𝜔𝑏

+ 𝛿𝜔𝑎 [−
𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔

𝜎𝜔
∫ 𝑁𝑤

𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜] 𝜇𝑇

𝑤𝜔𝑏 

(A.182) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑏𝑎 𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_3

𝑤𝑏𝑎 𝜇𝑇
𝑤𝜔𝑏 (A.183) 

𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑏𝑎 = −𝜇𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫

𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A.184) 

𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_3
𝑤𝑏𝑎 = −

𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔

𝜎𝜔
∫ 𝑁𝑤

𝜕𝑁𝑜

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑏

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑣𝑒

𝑉

𝑐𝑘
𝑜 (A.185) 

 

生成項 

∫ 𝛾1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔)2𝜌𝑫:𝑫𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ 𝜌𝛾1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝑐𝑙
𝜕𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑘

𝛿𝑖𝑗 +
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

)𝑑𝑣𝑒
𝑉

 

(A. 186) 

= 𝜌𝛾1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝜔𝑎 (

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑗
𝑛𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗
𝑣𝑖
𝑛′
𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗
𝑛)𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.187) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌𝛾1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

] 𝑣𝑖
𝑛′𝑣𝑗

𝑛 (A.188) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 (A.189) 

𝐸𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 = 𝜌𝛾1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

𝜕𝑁𝑛′

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

 (A.190) 
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消費項 

∫ 𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔𝒄 ∙ (∇𝛿𝜔)𝛽1𝜌𝜔
2𝑑𝑣𝑒

𝑉

= 𝜌𝛽1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑐𝑙
𝜕𝛿𝜔

𝜕𝑥𝑙
𝜔2𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A. 191) 

= 𝜌𝛽1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜𝑐𝑙
𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝛿𝜔𝑎𝑁𝑏𝜔𝑏𝑁𝑐𝜔𝑐𝑑𝑣𝑒

𝑉

 (A.192) 

= 𝛿𝜔𝑎 [𝜌𝛽1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜
𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝑁𝑏𝑁𝑐𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

]𝜔𝑏𝜔𝑐 (A.193) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑐𝑎 𝜔𝑏𝜔𝑐 (A.194) 

𝐶𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑐𝑎 = 𝜌𝛽1𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔∫ 𝑁𝑜

𝜕𝑁𝑎

𝜕𝑥𝑙
𝑁𝑏𝑁𝑐𝑑𝑣𝑒𝑐𝑙

𝑜

𝑉

 (A.195) 
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付録B Newton-Raphson法のための線形

化 
 

 以上のマトリクスを用いて表した支配方程式は，各変数およびその時間偏導関数につい

て非線形である．Newton-Raphson 法による反復計算のため，有限要素法離散化された支

配方程式を線形化する必要がある．ここでは接線剛性マトリクスを作成することで線形化

を行った．線形化による変数の増分は∆で表した．また，渦粘性係数𝜇𝑇の線形化は次式とな

る． 

∆𝜇𝑇
𝑤 = ∆(

𝑘𝑤

𝜔𝑤
) =

∆𝑘𝑤

𝜔𝑤
−

𝑘𝑤

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤 (B. 1) 

 なお，ALE法における移流速度ベクトル𝒄は，前時間ステップの値を一定値として用いた

ため，線形化におけるその増分は 0である． 

 

１．RANS 

・慣性項 

𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝑀𝑗

𝑛
𝑖
𝑚

𝜕𝒗𝑗
𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

→ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝑀𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 ∆

𝜕𝒗𝑗
𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 (B. 2) 

𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝑀𝑠𝑢𝑝𝑔𝑘𝑗

𝑜𝑛
𝑖
𝑚 𝑐𝑘

𝑜
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

→ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝑀𝑠𝑢𝑝𝑔𝑘𝑗

𝑜𝑛
𝑖
𝑚 𝑐𝑘

𝑜∆
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 
(B. 3) 

𝛿𝑝𝑟 𝑀𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗

𝑛𝑟
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

→ 𝛿𝑝𝑟 𝑀𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗

𝑛𝑟 ∆
𝜕𝑣𝑗

𝑛

𝜕𝑡
|
𝝌

 
(B. 4) 

 

・移流項 

𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝛬𝑘𝑗

𝑜𝑛
𝑖
𝑚 𝑐𝑘

𝑜𝑣𝑗
𝑛 → 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝛬𝑘𝑗
𝑜𝑛

𝑖
𝑚 𝑐𝑘

𝑜∆𝑣𝑗
𝑛 (B. 5) 

𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝛬𝑠𝑢𝑝𝑔𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 𝑣𝑗

𝑛 → 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝛬𝑠𝑢𝑝𝑔𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 ∆𝑣𝑗

𝑛 (B. 6) 

𝛿𝑝𝑟 𝛬𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗
𝑛𝑟 𝑣𝑗

𝑛 → 𝛿𝑝𝑟 𝛬𝑝𝑠𝑝𝑔𝑗
𝑛𝑟 ∆𝑣𝑗

𝑛 (B. 7) 

 

・粘性項 

𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾1𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾2𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛

→ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾1𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 ∆𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾2𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤∆𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 ∆𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 

(B. 8) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾1𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 ∆𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾2𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤∆𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 (

∆𝑘𝑤

𝜔𝑤
−

𝑘𝑤

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤)𝑣𝑗

𝑛 
(B. 9) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾1𝑗

𝑛
𝑖
𝑚 ∆𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾2𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤∆𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚

𝑣𝑗
𝑛

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚

𝑘𝑤𝑣𝑗
𝑛

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤 

(B. 10) 
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𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛

→ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 ∆𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤∆𝑣𝑗
𝑛

+ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚 ∆𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤∆𝑣𝑗
𝑛 

(B. 11) 

= 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚

𝑣𝑗
𝑛

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚

𝑘𝑤𝑣𝑗
𝑛

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤∆𝑣𝑗
𝑛

+ 𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗

𝑤𝑛
𝑖
𝑚

𝑣𝑗
𝑛

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚

𝑘𝑤𝑣𝑗
𝑛

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐾𝑠𝑢𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛

𝑖
𝑚 𝜇𝑇

𝑤∆𝑣𝑗
𝑛 

 

(B. 12) 

 

δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗

𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑗

𝑛

→ δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛𝑟 ∆𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗

𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑗

𝑛

+ δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛𝑟 ∆𝜇𝑇

𝑤𝑣𝑗
𝑛 + δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗

𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑗

𝑛 

(B. 13) 

= δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗
𝑤𝑛𝑟

𝑣𝑗
𝑛

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗

𝑤𝑛𝑟
𝑘𝑤𝑣𝑗

𝑛

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤 + δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_1𝑗

𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑗

𝑛

+ δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗
𝑤𝑛𝑟

𝑣𝑗
𝑛

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗

𝑤𝑛𝑟
𝑘𝑤𝑣𝑗

𝑛

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤 + δ𝑝𝑟 𝐾𝑝𝑠𝑝𝑔_2𝑗

𝑤𝑛𝑟 𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑗

𝑛 

(B.14) 

 

・圧力勾配項 

𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐵1

𝑠
𝑖
𝑚 𝑝𝑠 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐵2
𝑝

𝑖
𝑚 𝑘𝑝 → 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐵1
𝑠

𝑖
𝑚 ∆𝑝𝑠 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐵2
𝑝

𝑖
𝑚 ∆𝑘𝑝 (B. 15) 

 

𝛿𝑣𝑖
𝑚 𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_1

𝑟
𝑖
𝑚 𝑝𝑟 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_2
𝑝

𝑖
𝑚 𝑘𝑝 → 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑟

𝑖
𝑚 ∆𝑝𝑟 + 𝛿𝑣𝑖

𝑚 𝐺𝑠𝑢𝑝𝑔_2
𝑝

𝑖
𝑚 ∆𝑘𝑝 (B. 16) 

 

𝛿𝑝𝑟 𝐵𝑝𝑠𝑝𝑔_1
𝑠𝑟 𝑝𝑠 + 𝛿𝑝𝑟 𝐵𝑟 𝑝𝑠𝑝𝑔_2

𝑝
𝑘𝑝 → 𝛿𝑝𝑟 𝐵𝑝𝑠𝑝𝑔_1

𝑠𝑟 ∆𝑝𝑠 + 𝛿𝑝𝑟 𝐵𝑟 𝑝𝑠𝑝𝑔_2
𝑝

∆𝑘𝑝 (B. 17) 

 

・非圧縮条件項 

𝛿𝑝𝑟 𝐵1
𝑇
𝑗

𝑛𝑟 𝑣𝑗
𝑛 → 𝛿𝑝𝑟 𝐵1

𝑇
𝑗

𝑛𝑟 ∆𝑣𝑗
𝑛 (B. 18) 

 

 

２．𝑘輸送方程式 

 

・時間変化項 

𝛿𝑘𝑞 𝑇𝑘
𝑝𝑞 𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
→ 𝛿𝑘𝑞 𝑇𝑘

𝑝𝑞
∆
𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
 (B. 19) 

 

𝛿𝑘𝑞 𝑇𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑝𝑞 𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
→ 𝛿𝑘𝑞 𝑇𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔

𝑝𝑞
∆
𝜕𝑘𝑝

𝜕𝑡
|
𝝌
 (B. 20) 
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・移流項 

𝛿𝑘𝑞 𝐴𝑘_1
𝑝𝑞
𝑘𝑝 → 𝛿𝑘𝑞 𝐴𝑘_1

𝑝𝑞
∆𝑘𝑝 (B. 21) 

 

𝛿𝑘𝑞 𝐴𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑝𝑞
𝑘𝑝 → 𝛿𝑘𝑞 𝐴𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1

𝑝𝑞
∆𝑘𝑝 (B. 22) 

 

・乱流拡散項 

𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_1
𝑞 𝑝

𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_2
𝑞 𝑤𝑝

𝜇𝑇
𝑤𝑘𝑝

→ 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_1
𝑞 𝑝

∆𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_2
𝑞 𝑤𝑝

∆𝜇𝑇
𝑤𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_2

𝑞 𝑤𝑝
𝜇𝑇
𝑤∆𝑘𝑝 

(B. 23) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_1
𝑞 𝑝

∆𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_2
𝑞 𝑤𝑝 𝑘𝑝

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_2

𝑞 𝑤𝑝 𝑘𝑤𝑘𝑝

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤

+ 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_2
𝑞 𝑤𝑝

𝜇𝑇
𝑤∆𝑘𝑝 

(B.24) 

 

𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑝𝑞
𝑘𝑝 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_3

𝑤𝑝𝑞
𝜇𝑇
𝑤𝑘𝑝 → 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_1

𝑝𝑞
∆𝑘𝑝

+ 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_3
𝑤𝑝𝑞 𝑘𝑝

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_3

𝑤𝑝𝑞 𝑘𝑤𝑘𝑝

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤 + 𝛿𝑘𝑞 𝐷𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔_3

𝑤𝑝𝑞
𝜇𝑇
𝑤∆𝑘𝑝 

(B. 25) 

 

・生成項 

𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛

→ 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

∆𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗

𝑤𝑛′𝑛𝑞
𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗

𝑤𝑛′𝑛𝑞
𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′∆𝑣𝑗
𝑛 

(B. 26) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞 𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗

𝑤𝑛′𝑛𝑞 𝑘𝑤𝑣𝑖
𝑛′𝑣𝑗

𝑛

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤

+ 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘𝑖𝑗

𝑤𝑛′𝑛𝑞
𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′∆𝑣𝑗
𝑛 

(B. 27) 

 

𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛

→ 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

∆𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗

𝑤𝑛′𝑛𝑞
𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛

+ 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′∆𝑣𝑗
𝑛 

(B. 28) 

= 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞 𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗

𝑤𝑛′𝑛𝑞 𝑘𝑤𝑣𝑖
𝑛′𝑣𝑗

𝑛

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤

+ 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑤𝑛′𝑛𝑞

𝜇𝑇
𝑤∆𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 + 𝛿𝑘𝑞 𝐸𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗

𝑤𝑛′𝑛𝑞
𝜇𝑇
𝑤𝑣𝑖

𝑛′∆𝑣𝑗
𝑛 

(B. 29) 

 

・消費項 

𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘
𝑝𝑏𝑞
𝑘𝑝𝜔𝑏 → 𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘

𝑝𝑏𝑞
∆𝑘𝑝𝜔𝑏 + 𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘

𝑝𝑏𝑞
𝑘𝑝∆𝜔𝑏 (B. 30) 

  

𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑝𝑏𝑞
𝑘𝑝𝜔𝑏 → 𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔

𝑝𝑏𝑞
∆𝑘𝑝𝜔𝑏 + 𝛿𝑘𝑞 𝐶𝑘_𝑠𝑢𝑝𝑔

𝑝𝑏𝑞
𝑘𝑝∆𝜔𝑏 (B. 31) 
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３．𝜔輸送方程式 

 

・時間変化項 

𝛿𝜔𝑎 𝑇𝜔
𝑏𝑎 𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

→ 𝛿𝜔𝑎 𝑇𝜔
𝑏𝑎 ∆

𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

 (B. 32) 

 

𝛿𝜔𝑎 𝑇𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑎 𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

→ 𝛿𝜔𝑎 𝑇𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑎 ∆

𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑡
|
𝝌

 (B. 33) 

 

・移流項 

𝛿𝜔𝑎 𝐴𝜔1
𝑏𝑎 𝜔𝑏 → 𝛿𝜔𝑎 𝐴𝜔1

𝑏𝑎 ∆𝜔𝑏 (B. 34) 

 

𝛿𝜔𝑎 𝐴𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑎 𝜔𝑏 → 𝛿𝜔𝑎 𝐴𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔

𝑏𝑎 ∆𝜔𝑏 (B. 35) 

 

・乱流拡散項 

𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_1
𝑏𝑎 𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_2

𝑤𝑏𝑎 𝜇𝑇
𝑤𝜔𝑏

→ 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_1
𝑏𝑎 ∆𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_2

𝑤𝑏𝑎 ∆𝜇𝑇
𝑤𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_2

𝑤𝑏𝑎 𝜇𝑇
𝑤∆𝜔𝑏 

(B. 36) 

= 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_1
𝑏𝑎 ∆𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_2

𝑤𝑏𝑎 𝜔𝑏

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_2

𝑤𝑏𝑎 𝑘𝑤𝜔𝑏

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤

+ 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_2
𝑤𝑏𝑎 𝜇𝑇

𝑤∆𝜔𝑏 

(B. 37) 

 

𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑏𝑎 𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_3

𝑤𝑏𝑎 𝜇𝑇
𝑤𝜔𝑏

→ 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_1
𝑏𝑎 ∆𝜔𝑏

+ 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_3
𝑤𝑏𝑎 𝜔𝑏

𝜔𝑤
∆𝑘𝑤 − 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_3

𝑤𝑏𝑎 𝑘𝑤𝜔𝑏

(𝜔𝑤)2
∆𝜔𝑤

+ 𝛿𝜔𝑎 𝐷𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔_3
𝑤𝑏𝑎 𝜇𝑇

𝑤∆𝜔𝑏 

(B. 38) 

 

・生成項 

𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 → 𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔𝑖𝑗

𝑛′𝑛𝑎 ∆𝑣𝑖
𝑛′𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 𝑣𝑖

𝑛′∆𝑣𝑗
𝑛 (B. 39) 

 

𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 𝑣𝑖

𝑛′𝑣𝑗
𝑛 → 𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗

𝑛′𝑛𝑎 ∆𝑣𝑖
𝑛′𝑣𝑗

𝑛 + 𝛿𝜔𝑎 𝐸𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔𝑖𝑗
𝑛′𝑛𝑎 𝑣𝑖

𝑛′∆𝑣𝑗
𝑛 (B. 40) 

 

・消費項 

𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔
𝑏𝑐𝑎 𝜔𝑏𝜔𝑐 → 𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔

𝑏𝑐𝑎 ∆𝜔𝑏𝜔𝑐 + 𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔
𝑏𝑐𝑎 𝜔𝑏∆𝜔𝑐 (B. 41) 
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𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑐𝑎 𝜔𝑏𝜔𝑐 → 𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔

𝑏𝑐𝑎 ∆𝜔𝑏𝜔𝑐 + 𝛿𝜔𝑎 𝐶𝜔_𝑠𝑢𝑝𝑔
𝑏𝑐𝑎 𝜔𝑏∆𝜔𝑐 (B. 42) 
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付録 C 四面体一次要素の補間関数を含む

積分 
 

 付録 A，Bの式中に現れる，補間関数を含む積分の詳細を記す．ただし，本小節の内容は

参考文献[18]の内容から式(C.1)-(C.4)を抜粋した上で，式(C.5)-(C.8)の計算を行ったもので

ある． 

 まず，要素節点𝑖，𝑗，𝑚，𝑝をもつ四面体要素を考える．四面体座標系𝜉，𝜂，𝜁を次のよう

に定める． 

 

節点𝑖 𝜉 = 0, 𝜂 = 0, 𝜁 = 1 

節点𝑗 𝜉 = 1, 𝜂 = 0, 𝜁 = 1 

節点𝑚 𝜉 = 1, 𝜂 = 1, 𝜁 = 1 

節点𝑝 𝜁 = 0 

 

このとき，直交座標系𝑥𝑦𝑧と四面体座標系𝜉𝜂𝜁の関係は次式となる． 

{

𝑥 = 𝑥𝑝 −  𝜁(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖) + 𝜉𝜁(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) − 𝜉𝜂𝜁(𝑥𝑗 − 𝑥𝑚)

𝑦 = 𝑦𝑝 −  𝜁(𝑦𝑝 − 𝑦𝑖) + 𝜉𝜁(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖) − 𝜉𝜂𝜁(𝑦𝑗 − 𝑦𝑚)

𝑧 = (1 − 𝜁)𝑧𝑝

 (C. 1) 

したがって，補間関数𝑁は次のようになる． 

𝑁 = [𝑁𝑖    𝑁𝑗    𝑁𝑚   𝑁𝑝] (C. 2) 

= [(1 − 𝜉)𝜁    𝜉(1 − 𝜂)𝜁    𝜉𝜂𝜁    (1 − 𝜁)] (C. 3) 

また，ヤコビ行列式は以下の通りである． 

det[ 𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑧) ] = |

𝜕𝑥 𝜕𝜉⁄ 𝜕𝑥 𝜕𝜂⁄ 𝜕𝑥 𝜕𝜁⁄

𝜕𝑦 𝜕𝜉⁄ 𝜕𝑦 𝜕𝜂⁄ 𝜕𝑦 𝜕𝜁⁄

𝜕𝑧 𝜕𝜉⁄ 𝜕𝑧 𝜕𝜂⁄ 𝜕𝑧 𝜕𝜁⁄
| = 6𝑉𝜉𝜁2 (C. 4) 

これらの準備のもとで，有限要素法離散化された式において現れる四面体一次要素補間関

数を含む積分を計算すると，次のようになる． 

 

○質量マトリクスなど 

∫ 𝑁𝑚𝑁𝑛𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ ∫ ∫ 𝑁𝑚𝑁𝑛det[ 𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑧) ]𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁
1

0

1

0

1

0

 (C. 5) 

= {

𝑉

10
 (𝑚 = 𝑛)

𝑉

20
 (𝑚 ≠ 𝑛)

 (C. 6) 
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○𝑘‐𝜔モデルの消費項 

∫ 𝑁𝑞𝑁𝑝𝑁𝑏𝑑𝑣𝑒
𝑉

= ∫ ∫ ∫ 𝑁𝑞𝑁𝑝𝑁𝑏det[ 𝐽(𝑥, 𝑦, 𝑧) ]𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁
1

0

1

0

1

0

 (C. 7) 

=

{
 
 

 
 

𝑉

20
 (𝑞 = 𝑝 = 𝑏)

𝑉

60
 (𝑞 = 𝑝 ≠ 𝑏または𝑞 ≠ 𝑝 = 𝑏または𝑞 = 𝑏 ≠ 𝑝)

𝑉

120
 (𝑞 ≠ 𝑝かつ𝑝 ≠ 𝑏かつ𝑏 ≠ 𝑞)

 (C. 8) 
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