
バンド計算における最近の発展

(その 1)

sl は じめに

ものごとを理解するということには,い く
つも

の段階があ り,ど の段階までの理解でよしとする

かは,研 究の目的によるし,個 人の好みにも
よ

る。物質の機械的強度を調べるのに,物 質を弾性

体として扱 うことで実際的には十分であることも

ある。原子のレベルまで立ち入ったとしても,原

子間の相互作用を経験的に古典的な形で与える
こ

とで十分に対応できることもある。設定された問

題に応 じて,異 なったレベルでの解析手段が採用

されることは賢明なことであ り,か つ実際上必要

である。しかし,い ずれ述べることになると思う

が,こ れらの経験的アプロ
ーチには, しば しば落

とし穴があることには注意 しておかねばならな

い.一 方,物 質科学におけるほとんどす
べての問

題,物 質の性質や物質の発現する現象を根本的に

支配 しているのは電子,特 に価電子である.比 較

的小さい結合エネルギ
ー(数 cV程 度以内)を持

ち,空 間的に広がった波動関数を持つ価電子は,

原子が置かれた環境に敏感に反応し,物 質の基本

的性質を決めることになる。磁性,誘 電性,伝 導

性,光 学特性などの電子物性が価電子によって支

配されていることは当然のことであるが,物 質の

機械的性質もまた,根 本に戻れば価電子によって

支配される。したがつて,価 電子の振舞いを理論

的に解明することからスタ
ー トして,す べての性

質や現象を統
一的に理解しようとすることは挑戦

的かつ野心的試みとして追及されるべき課題であ

る.特 に,人 為的に調節できるような
パラメタを

一切含まない計算 (第
一原理計算)に基づいて, こ

のような研究を進めていくことは,今 後ますます
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重要になると思われる。それは, こ うした第
一原

理計算が高い信頼性を持つことが明らかにな り,

しかも,か な り現実の複雑な系にまで適用できる

ようになってきたからである。これから何回かに

わたって解説 しようとしていることは,い わゆる

バンド計算の立場から, この課題に迫ろうとした

場合の,具 体的な方法,問 題点などについてであ

る.

一人で全部をカパ
ーするのは,時 間的にも能力

的にも心もとないところがあるので,同 僚の宇田

毅氏,浜 田典昭氏の援助を大幅にあおぐことにな

る.更 には,他 の同僚にも助けてもらってこの誌

上セミナーを続けていくつもりである。今回は最

初なので,や やとりとめもないことを書かせてい

ただこうと思 う。なお,数 年前に浜田氏と共著

で,本 誌に 2度 にわたつてバンド計算の方法論的

なことを書いたことがある
1).基本的には,そ れ

がこれからの内容の大筋を示 している.た だし,

その後の発展は目覚ましいものがあるので,方 法

論的な基礎とそれらの応用をできる限 り最新の情

報まで伝えたい。また,最 近の拙著も参考にはな

ると庵し 2).

S 2  バ ン ド計 算 ま で の過 程 と問 題 点

われわれが通常扱 う物質は,ア ボガドロ数程度

の原子核と,そ れの数倍から数十倍の電子を持っ

ている。この複雑な多体系を理論的に扱うには,

余程思い切った近似,単 純化をせざるを得ない。

具体的なバンド計算が行われる前に, どのような

近似や単純化がなされるか,そ してそれぞれの過

程で問題になることは何か,な どが第 1図 に簡
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第 1 図

(多電子十多原子核)系から有効一電子問題へ.

各近似の過程とそこでの問題.

単 に まとめ られてい る!

まず,多 電子と多原子核からなる現実の系に対

して,原 子核の位置を固定する。これは断熱近似

を極端に表現したのであって, もう少 し正確に言

えば,仮 に原子核が動いているとしても,与 えら

れた瞬間の原子核の配置に対 して,電 子系が瞬時

に応答していると仮定することである。この近似

と関係する問題点は後で議論することにして,ま

ずバンド計算の筋書を通 して述べていくことにし

よう。断熱近似の結果,原 子核は電子系に対する

単なるポテンシャル源となる.言 い換えれば,非
一
様なポテンシャル場 (結晶では周期的ポテンシ

ャルになっている)の中の多電子問題を解 くこと

になる。これをどのように扱 うかは,物 性物理の

理論における中心的課題である。通常のバンド計

算では多電子問題に対 して何らかの平均場近似を

行 う。最近のほとんどのバ ンド計算は密度汎関数

法に基づいてお り, しかも具体的計算では局所密

度近似 (LDA)あ るいは局所スピン密度近似 (LS

DA)が 用いられる1～3)。最近は,電 子密度分布の

空間座標に関する微分まで考慮 して,非 局所性を

多少は考慮 しようとするGGA(gcncralized gradi‐

cnt apprOximatiOn)を用いることが標準にな りつ

つある4).も、ずれヤこせ よ, LDA,LSDA更 ヤこヤよ

2

GGAを 取 り入れても
一電子近似になっているこ

とには変わ りはない。

このようにして,(多 電子十多原子核)問題は,

ある種の平均場の中の
一電子問題を解けばよいと

いう,概 念的には非常に単純なものになってしま

った。ただし,平 均場には電子自身のつくるポテ

ンシャルが含まれているので,電 子の状態と平均

場はセルフコンシステントに求めなければならな

いという複雑さはある。しかし,仮 に単純に
一
電

子問題だとしても,与 えられた 3次 元空間内のポ

テンシャル場の中での
一電子 Schrbdingcr方程式

を解 くことは結構大変な仕事である。アボガドロ

数もの原子核がつくる非一様なポテンシャル場の

中の電子の振舞いをともかくも実際の計算にのせ

ることができるのは,結 晶では原子が周期的に配

列 しているおかげである。この周期性を利用する

ことにより,マ クロな系の扱いが,周 期配列の単

位となる単位胞に含まれる原子を扱 うというミク

ロなものになる.そ れでもなお,単 位胞そのもの

が非常に複雑であった り,周 期性が必ず しも存在

しない場合を扱 う必要があるので,一 電子の

Schrttdingcr方程式をいかに効率よくかつ精度よ

く解 くかということは今なお重要な課題である.

さて,第 1図 の右側にある問題点のことに言及

しよう。まず断熱近似と関係する問題として,原

子核そのものの量子効果を挙げた。これは,断 熱

近似が必ずしも悪い近似でなくても,水 素のよう

な場合には核が軽いので,核 の振舞いそのものを

量子力学的に扱わなければいけないということで

ある.団 体の内部や表面での水素の拡散には,低

温において量子効果が重要であるとという実験的

証拠もある5)、ぁるいは,水 素結合の物質でも水

素の量子効果が重要かも知れないと言 う議論があ

る。.断 熱近似でもっと深刻なのは,実 際の過程

で非断熱効果が大きい場合である.よ く知られて

いる例は金属中での荷電粒子の運動に見られる.

金属では,電 子・正孔対の励起のエネルギーがい

くらでも小さくな りうるので,荷 電粒子が動 くと

必ず,電 子・正孔対を励起 してしまう。したがっ

て,そ の過程は必然的に非断熱過程となる.固 体

表面に分子が入射されて何らかの反応を起こすと

き,二 つの異なった断熱ポテンシャルが交差する

と
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と一つの断熱ポテンシャルから別の断熱ポテ
ンシ

ャルに乗 り移ることもあるし,そ のまま通過する

こともある。こうした問題は,単 純な断熱近似だ

けの議論では済まなくなる.

第二の重要な問題点は,相 互作用する非
一様な

電子ガスの多体問題のことである。いわゆる強相

関電子系と言われているような物質
の電子状態

を,一 電子近似で扱 うことには自ずから限界
があ

る.現 実の物質を扱 う上でも
一電子近似を超えよ

ぅとする試みはいくつかなされている.一
つは,

標準的な多体問題の手法を現実の系に当てはめよ

うとするものであ り
7),その他に有力な手法とし

て注目されつつあるのが,量 子モンテカル
P法 で

ある。.こ れらについては,い ずれ現状を紹介す

る機会があるだろう。密度汎関数に基づ く計算

は,原 理的には系の基底状態だけにしか適用でき

ない.実 際的にも,励 起状態の計算はうまくいか

ないという証拠はある。最もよく知られている例

は,半 導体や絶縁体でのバンドギャップが密度汎

関数法での計算では大幅に過小評価されるという

ことである。この点も,上 に述べた,多 体問題の

手法の適用が試みられ,い くつかの成功を収めて

いる.

第二に挙げたのは,複 雑系の計算である。これ

は計算の技術的なことに関係するとはいえ,実 際

的にはかな り困難な挑戦的課題である。この方向

の最近の研究 としては,オ
ーダー N法 とい うも

のがある。これについてもいずれ詳 しい説明をす

る機会があると思 う.

こうした考察に基づき,や や異なった視点も含

めて,現 在のわれわれに課せられた重要な課題,

あるいは今後の方向を,第 2図 にまとめてみた。

a)よ り複雑な系

これからのセ ミナ
ーで示すように,密 度汎関数

法でのいくつかの近似に基づく計算は,仮 に
一電

子近似だとしても結構実用に耐える精度を持って

いる.し たがつて,計 算の基礎は
一電子近似とし

て,具 体的にどんどんと複雑な系を扱えるような

計算手法を開発することは重要である。これは直

上で述べたオーダ
ー N法 などのことである.最

近は第
一原理計算で1000原子程度を扱 うことは現
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より正確な記述

LSDA:Locai spin density approXimation

GGA :GenerallZed gradient approximation

QMC i Quantum MOnte Carlo method

G Vヽ  :Gヽ V approximation

第2図 第 一原理計算の三つの課題.

実味のあることになっているが,そ んな計算
がよ

り手軽に行えるようにすること,更 にはより複雑

な系が扱えるようにするようにすることを 目指

す。

b)よ り正確な記述

理論計算の基礎 となる近似を改良すること
であ

る.既 に述べたように,多 体問題をより正確に解

くこと,励 起状態を精度よく扱 うことなどが具体

的な課題である。

c)よ り包括的な理解

大がか りな計算の欠点は,仮 に正 しい結果が得

られても,な ぜそ うなるのかという解析が困難
で

あることが多いということである.も ちろ
ん, こ

うした計算を計算機実験とみなし,実 験では得ら

れなド情報を得るという″点に重きを置 くことはそ

れな りに意義はある。しかし,計 算が個別的にな

ってしまって,全 体的な把握ができないというの

では,計 算によつて得られた知識を広 く活
かすこ

とができないことになる。
一方,モ デル計算は

パ

ラメタを振ることによつて,広 い範囲を包括的に

理解するのに適 している。ただし,モ デ
ルのパラ

よ
り
複
雑
な
系

R

複雑系

表面・界面,ア モルファス,

有機物,生 体高分子

遷移金属化合物
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メタが現実のどの物質に当てはまるかはモデルだ

けからでは判断できない。第一原理計算によっ

て,現 実の系とモデルを結びつけることは非常に

意義のあることである。

S 3  周 期ポテンシャルとた空間

急に話題が変わるが,最 近たて続けに 2度 ,固

体物理屋 さんが た空間を使 うことが他の分野の

人達とのコミュニケーションを悪 くしているとの

批判を聞 く機会があった,通 常の空間(それを″

空間と呼ぶ)でな く, どこか別の空間の話 となる

と全 くイメージがわかなくて, コ ミュニケーショ

ンが成 り立たなくなるとか,実 際に起こっている

現象は″空間でのことだから,た 空間を使った説

明は役に立たないのではないかとか,随 分厳 しい

批判を聞かされた。そこで,そ うした印象が薄れ

てしまわないうちに,た 空間のことを説明してお

くのも, この誌上セミナーとしては有意義である

かも知れないと思 うようになった。そんな初歩的

なことはわか りきっているとヽヽ う読者は, この節

を読まれる必要はない.

前節の最後に述べたように,結 晶での
一電子

Schr6dingcr方程式が解けるのは,原 子が周期的

に並んでいるからである,周 期的配列ということ

が理論計算の上でどれ程のご利益があるかを具体

的に考えてみよう。

一電子 Schrbdinger方程式を

ダy=ε y              (1)

乃2

ダ=_扇 72+ク(″)        ( 2 )

とする。υ(γ)は完全結晶の中では周期的であ り,

格子点 と格子点を結ぶ任意の格子ベ ク トル Rに

対 して

υ(″十R)=υ (ァ)            ( 3 )

が成 り立つ.し たがって,ヮ(ァ)をフーリエ展開す

ると

υ(ァ)=Σク(C)eXP(一ガC・″)
●

となり, C は

C・妃=2π″ :″は整数       ( 5 )

を満たさなければならない,Cが 逆格子ベクトル

4

であ り,(C}の 組は逆格子を作る.

平面波の重ね合わせ として ッを求める場合を

考えてみよう。一つの平面波

仇の =洗 軽pの   ⑥

(0は 単位細胞の体積,Nは 周期境界条件を用い

た場合の単位周期内に含まれる単位胞の数)にrr

を演算すると,

_嘉72φたの=等φたの   の
であるが

υ(γ)φた(″)=Συ(C)φたo(ア)   (8)
C

とな り,た の状態には逆格子ベクトルだけずれた

た一Cの 状態が混ざってくる(一般のた
′
≠たの状態

は混ざってこないということが重要)。このこと

から,波 数ベクトルたに対 して

yた(ァ)=遊E αc(た)φた。(γ)     (9)
0

で表わされる 1次結合によって灯の固有状態が

求まることになる.こ のゴン らヽ

yた(γtt R)=cxp(焼
・R)yぇ(″)     (10)

が成 り立ち,こ れが Blochの定理である。

ポテンシャルの周期と,周 期境界条件という場

合の周期は全 く別のものである.1次 元の場合に

ポテンシャルの周期をαとするとフ(メ十α)=υ(ァ)

である。一方,周 期境界条件とは,波 動関数に対

する境界条件であ り,ハ物進んだときに全 く同じ

波動関数になるとするものである.す なわち,

y(χttNの=7(ズ ) (11)

Nが 十分に大きければ, このように人為的に仮定

した周期境界条件の影響は小さい.周 期境界条件

を用いると,波 数ベクトルは

た, = 銘″ : ″= 0 , 1 , 2 , …Ⅲダ
ー1  ( 1 2 )

という離散的な値をとる。したがって,逆 格子の

単細胞(格子定数は 2π/α)の中に,波 数ベクトル

がⅣ個あることになっている.具 体的にNが ど

んな値であるかはあまり問題にはならないが通常

はハ物がマクロなスケールになると考えることが

多い。そうすればNは 108のオーダ
ーとなり,た

は実質的には連続的になる。しかし,実 際の
バン

ド計算で,た とえば,逆 格子の単位胞を10等分に
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合を

5)

調い

こ ″

り

り

をた

代態

1と

)

柔が

)

分害Jして10点の波数ベクトルのみを用いるときは,

N=10と した場合に対応 していることになる.た

だし,そ れらの離散的な点での
エネルギーを連続

的につないでエネルギ
ーバンドを考えているとい

うことは N=° °を想定 しているとい うことであ

る。

ここで述べたように,一 電子波動関数を平面波

で(9)式のように展開することは,従 来はア
ルカ

リ金属や Alな どの単純金属に対 して行われてき

たが,い ずれ詳 しく述べるように,最 近では遷移

金属に対 しても行われている.当 然のことなが

ら,遷 移金属のように波動関数の局在性が強
い場

合には,多 くの平面波を重ね合わせないと正確な

波動関数は得 られない.た を第 1ブ リ
ルアン・ブ

ーン内にとりICI≦ I CclのCを (9)の和に加える

と実質的には和が収束するとして,

Ec=転Cc12

y ( γ) = ΣΣあばφ? ( ″―玲
一妃)

夕  R

と表わす こととな り,NQ個 の係数が現れ ,

NQ× NQの 行列の固有値問題を解 くことになる。

このように,平 面波展開であろうと,強 束縛近似

であろうと,周 期性を考えなければ行列の次数が

N倍 になる.た だし,全 体の系を
一度に解いてし

まうので波数ベクトル毎に解 く必要はなく,す
べ

ての固有状態が
一度に求まることになる.周 期境

界条件での周期の単位を単位胞 とみなすと,(11)

式は Blochの定理でた=0と した場合に対応する.

行列の固有値問題を解 くのに必要な演算回数は

通常は行列の次数の 3乗 に比例する。 したがつ

て,ポ テンシャルの周期性を利用 して,N個
のた

ベクトルについて固有値問題を解 く場合は Nに

比例 した演算回数であるのに対 して,周 期性を考

えないで
一度に解こうとするとN3に 比例 した演

算回数となる.仮 に N=10と しても100倍の労力

を要することになる。実際にはメモ リ
ー容量のこ

とも問題になることは明らかである.更 に, この

ような計算の不都合は 第 3図 から明らかになる.

離散的なた点に対 してのみエネルギ
ーガ(れ)を求

めたとしても,そ の間にある任意のた
ベクトル

に対するエネルギ
ーは,ど (れ)をなめらかにつな

げばかな りの近似で求まることになる。
一方,10

倍の単位胞について
一度に固有値問題を解 くと,

た=0に 射影 したエネルギ
ーが求まるが,そ の間

を補間することは不可能である。たとえば,少 な

ど( )々

0              々
            /ク

罷象品 なたベク トル毎に
バ ンド計算を した場合(黒

丸)と,格 子の周期性を無視 して,沢 山の格子を含
ん

だ大きい系で
一度に電子状態を計算した場合(白丸).

後者では,前 者 の各 た
ベ ク トルでのエネルギ

ーを

た=0に 射影したことになる.

5

定

件

場

に

つ

対

じ

の

ル

ど

常

が

た

ン

′こ

( 1 3 )

をカットオフエネルギ
ーと呼が.

ポテンシャルに周期性を考えなければ何が困る

ことになるだろうか.そ んな場合でも十分大きな

Nに ついての周期境界条件を考えることにする

と,(4)の フ
ーリエ展開は

υ(7)=Σク(た)exP(一方た。γ)   (14)
た

とな り,た とえば 1次元ならたは(12)式で与えら

れる。そ うすると, カットオフエネルギ
ー内での

たの数は Cの 数の N倍 になるので固有値問題 と

して扱 う行列の次元がⅣ倍になる.

強束縛近似で扱 うとこの事情はもっと明白にな

る。単細胞に Q個 の原子を含む系を考え,そ れ

ぞれの原キが
一つずつ価電子状態 φ。(γ

一
駒)を持

っているとす る(?=1,2,…,Q)・ 駒は単位胞内

の ?番 目の原子の位置
ベクトル.各 単位胞内の ?

番 目の原子の波動関数からBloch関数を作ると

ちた(″)=Σ exP(旅
・妃)φ4(ァー玲一R)

R

とな り,固 有状態は

yよ″)=Σ α4たy た々(″)
4‐ 1

と表わされるので,Q個 の係数を含むだけであり,

Q×Qの 行列の固有値問題になる。もしもポテ
ン

シャルの周期性を考えないと,固 有状態は

V01 30  No 12  1995 (997)



いた点だけでバ ンド計算を行い,精 度の高い状

態密度を求めようとす るような場合にはた点毎

に固有値問題を解 くことが有利であることを示 し

ている.

以上のことから,系 の固有状態を求めようとす

ると,ポ テンシャルの周期性を考えることが大幅

に計算量を減らしてくれることがわかる.計 算量

を減らしてくれる根本は Blochの定理であ り,そ

れによると波数ベク トルたが よく定義された量

であり保存量になっているということによってい

る。こう考えると,た とい うものが非常に本質的

なものであるとい うことになる.

ところで,与 えられた物質においてある原子に

注目したとする。その原子の電子状態が,ポ テン

シャルが無限に周期的に連なっているということ

にそれ低どにクリティカルに依存 しているかとい

うと,そ うではない.固 体表面を考えた場合,表

面から2,3層 固体内部に入るだけで,そ こにあ

る原子の電子状態は,パ ルク団体の原子のものと

ほとんど変わらない.す なわち,あ る環境におか

れた原子の電子状態は,そ の原子の周 りの比較的

狭い領域内の環境でほとんど決まっている。こう

した考えに基づ き,Blochの 定理を
一切用いず

に,与 えられた原子の周 りの環境だけから,そ の

原子の電子状態を調べるとい う試みがあるの。そ

うした方法の詳細はここでは述べないが,そ うし

た方法が確かに存在する.し たがって,方 法論的

観点から言えば,個 々の固有状態を求めようとす

るとた空間は必須であるが,必 ず しも個々の回

有状態は必要ではなく,適 当なエネルギー領域内

の固有状態の分布,あ るいは固有状態についての

和をとってしまった量で済む場合には,た空間は

必須ではない.

それでは,物 理 としてた空間が必須になるの

はどんな場合であろうか ? 明 らかな例 として

は,金 属におけるフェル ミ面が重要になる場合で

ある。金属でのフェル ミ面を決めることが非常に

重要視され, フェル ミオロジーとい う言葉が盛ん

に言われていたことがある。金属のフェル ミ面は

電場や磁場のもとでの電子の動的振舞いを知るに

は欠かせないものである。フェル ミ面というのは

た空間において,電 子で占められている部分と占

6

められていない部分の境界のことであるから,そ

もそもた空間内での概念である.半 導体におい

ても,と 入された電子や正孔がた空間内のどこ

を占めるかを知ることは伝導現象の理解には必須

である。フェル ミ面に関連 してもう
一つすぐに思

いつくのは,フ ェル ミ面のネスティングという現

象である.電 荷密度波やスピン密度波をひき起こ

し,ひ いては格子の長周期構造の安定化につなが

ることがある.3次 元系では Crの スピン密度波,

NbCな どでの格子振動の異常などにはフェル ミ

面のネスティングの効果が大きいと考えられてい

る.低 次元系ではフェル ミ面のネスティングは非

常に大きい効果をひき起こす。フェル ミ面のネス

ティングの効果を″空間で考えようとすると,長

距離にわたる複雑な相互作用を考慮 しなければな

らなくなる.

絶縁体にはもちろんフェル ミ面はない.絶 縁体

ではた空間のことがあま り問題になることはな

い,事 実,絶 縁体では Bloch関数か らWannicr

関数に変換することができ,後 者ではた空間は

出てこない。た空間が必要な場合として唯一思い

つ くのは,光 学的性質を調べるときくらいであ

る。光遷移ではたベク トルが保存されるので,

どのような光吸収があるかを調べるには,絶 縁体

といえどもた空間内でのエネルギーバ ンドの情

報が必要である。

まとまりのない議論をしてしまったが,総 じて

言えば,や は り当然のことながら,結 晶を扱 う限

り,折 角の周期ポテンシャルを有効に利用するに

は,た空間なしに済ませるのは困難である.し か

し,一 般の固体物理の教科書から受ける印象ほど

には,た空間が必須でないことも多いのではない

かというのが, とりとめもない考察をした結論で

ある.計 算の都合上,た空間が必須だとしても,

物理の議論には必ず しもそ うではないことは多

い。固体物理屋といえども″空間で考えるほうが

わか り易いことは事実であ り,特 に,非 専門の人

達に話す ときはた空間での議論をするのはでき

るだけ避けたほうがよさそ うである。他分野の人

に迎合するというのではなく,両 方の空間を自在

に使いこなすことは,物 事をより深 く理解するこ

とにもなる。たとえば応答関数を考えてみる.帯

(99J) 固体物理

隊
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磁率や誘電率などは多 くの理論の仕事 とし
ては

た空間で議論されることが多い。2次 の摂動計算

をすれば よいのであるが, もちろんた空間
での

議論がた空間で見た場合の明確なイ
メージを与

ぇてくれる.し かし,2次 摂動を″空間
で考える

ことにして,空 間の 1点 に摂動を加え,そ の跳ね

返 りを空間の別の点でどのように感 じる
かという

形で捉えることが,別 の視点からの理解を与え
て

くれる10.上 に述べた,フ ェル ミ面のネ
スティン

グが重要な場合であっても,こ のような考察は興

味深い.
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ノミン ド計算における最近の発展

前回は第 1回 ということで,だ いがとりとめも

ないことを書いたが,今 回からは主題に向けての

議論を進めることにしたい。とはいえ,本 セミナ

ーの読者の中にも,第
一原理電子状態計算になじ

みのない方もおられると思うので,「最近の発展」

という言葉だけにとらわれず,必 要に応 じて基礎

的な部分の復習もするつもりである。そんな訳

で,今 回は,ハ
ー トリー・フォック(HaArec_Fock:

HFと 略)法を復習することにしよう。最近,厳

密な交換ポテンシャルを用いた密度汎関数法によ

る計算が行われているので1),その議論をするた

めの準備としても,HF法 をよく理解 しておく必

要がある.

S 4 ハートリー・フォック法

いわゆるバンド計算と呼ばれている計算におい

て,通 常行われている本質的な近似については,

前回にその概要を述べた。その折に示 した第 1図

での一電子近似,あ るいは平均場近似のより詳 し

い内容を今回を含めて 2,3回 で説明する。多電

子系の基底状態を扱 う理論として密度汎関数法が

あ り,具 体的な計算においては密度汎関数法での

局所 (スピン)密度近似がよく用いられる。いきな

りこれらの理論の説明から始めることも可能であ

るが,何 といっても多電子問題を扱 う近似の基本

はやは りHF法 である。

Slatcr行列式を用いた HF法 の説明は,た とえ

ば拙著2)にもあるのでそれらに譲ることにして,

ここでは少 し別のや り方を採用する.第 2量 子化

(その 1 )…

Vol. 31  1

……  Vo1 30 No 12(1995)P993-999
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産業技術融合領域研究所,」RCAT 寺 倉清 之

でフィール ドオペ レ
ータと呼ばれ るものを y(ィ)

とす る。ただ し,χ は空間座標 (r)とス ピン座標

(て)を合わせた もの とす る.y(ズ )を用いると,メ

での電子密度の演算子 角。P(χ)は

z o P ( χ) = y ↑ ( ァ) y ( χ) (4.1)

で与えられ,通常の空間の″での電子密度 z(γ)は

瓜つ
ヤ
kつ の だ  “ り

となる.た だし,ぐ
…〉はここではある与えられた

状態についての期待値を意味する。

HF法 での重要な概念は変換ホール,交 換エネ

ルギー,交 換ポテンシャルである。そのうちで最

も基本となる交換ホール(cxchangC holc)の説明か

ら始めることにしよう.

4-1 交 換 ホール

ィ″こ電子があ り,「司時にズ
″
″こも電子があるとす

る2体分布関数は

。(ズ,メ
′
)二〈y十(χ)y十(メ

′
)y(ズ
′
)y(ィ)〉

(4,3)

で与え られ る.第 2量 子化に慣れない方は,

(4.3)式のく〉内のフィール ドオペ レータの並び方

に多少まごつ くかもしれない.こ のことについて

2つ のコメントをしておこう。まず,こ のフィー

ル ドオペ レータの並びによりく〉内の演算子はエ

ル ミー トになっている。次に,y(χ )はχでの電

子 を消滅 させ る演算子 であ るので( 4 , 3 ) 式で

ズ
″=rな ら0は ゼロになるようになっている。す

なわち,″空間とスピン空間の両方における同
一

の点に,同 時に二つ以上の電子が来ることはない

という,Pauliの禁制を満たしている。y(χ)が次

の反交換関係

(ゴ99)
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y (χ) y↑(″
′
)十 y十(メ

′
)y (χ)=び (χ

一″
′
)

( 4 . 4 )

を満たす ことを用いると,

o ( ア, メ
′
) = 〈″。P ( ァ) ″。P ( χ

″
) 一″。P ( χ) び( ズ

ーァ
′
) 〉

(4.8)

が得られる。ここで,さ らに 1電子軌道 路σ(″)

を用いて 路 (″)を次のように展開する.

路(r)=Σヶり(ァ)      (4.9)
J

ただし,路Xァ)はこれから求めようとするSchrも―

dingcr方程式の固有関数であり,規 格直交性

∫眸(ア)ツル(ア)ど3″=びヴ    “.10)
を満足す るもの とす る.ヶ は 1電子軌道 路σ(γ)

の電子に対する消滅演算子で,生成演算子チと
の間には ( 4 . 4 ) , ( 4 . 1 0 ) 式より

びル務十,ィル
=び
げ           (4.11)

の反交換関係が成立する。(4.9)式を(4.8)式に代

入すると,

? ( γ, ″
′
) = ΣΣΣΣΣΣ〈びわ務′劣σ′びゎ〉
σ  σ
′
  F  ブ  た  ′

Xv/わ(ァ)yル(γ
′
)yた。′(γ
″
)y/ル(γ)

( 4 . 1 2 )

となる.1電 子近似を行うので,ど,ブ,た,′は 1電子

固有状態を指定する量子数であり,系 全体の状態

は 1電子固有状態を電子でどのように詰めるかで

決まると考えている。したがって,(4.12)式の

く・・〉がゼロでないのは,σ=σ
′
なら(″=′,ブ=た)と

(ガ=た,ブ=′)の2通 りの場合があり,σ≠σ
′
なら

(″=′,ブ=た)のよ通りの場合だけである,そ こで,

(4 . 1 2 )式は

? (″,ァ
′
)= ?〃 (″,γ

′
)十 ?承(γ)″

′
)   ( 4 . 1 3 )

? 〃( γ) γ
′
) = ΣΣΣぐあ務ヶ角σ〉
σ   :   ブ

×lyル(″)121v・σ(″
′
)12+く'とちとらσらし〉

×yわ(″)v李(″
′
)yル(ァ
′
)路σ(γ)

( 4 . 1 4 )

? 双( γ, ″
′
) = ΣΣΣ〈花非σりσσル〉
σ   :   ブ

×|ッル(r)12峰 _。(γ
′
)12(4.15)

となる.(4.14)式 は (4.11)式を用いると

? 〃( ″, ァ
′
) = ΣΣΣ{ く杭σ残●σ〉

一くわぉ〉δげ}
σ   ,   ブ

×{lγル(r)121晦(ァ)12
- v / わ(″) v ちあ(γ

′
) V / ル(γ
′
)ッちし(γ) }

( 4 . 1 6 )

( 4 . 1 6 )式の第 1因子の中のびJを含む項の寄与は

第2因子がど〒ブでゼロになるので消える。HF近

似では

〈あらσ務竹〉=→く鳩々σ〉窃ヶ〉 ( 4 , 1 7 )

とする.こ の式はガ■ブで成 り立つが,す 」iでは

(4.16)式の第 2因子がゼロになることを考慮する

と,ど〒ブを含めてしまっても問題にならない。し

たがって,(4.16)式は

? 〃( ″, ″
′
) = Σ〕が( r ) ( ″

σ( ″
′
) 十″x σ( ァ) ″
′
) }

( 4 . 1 8 )

と書 くことができる.た だし,

角σ(ァ)=Σん|ッル(r)12 ( 4 . 1 9 )

″xσ(γ,″
′)=―IΣttσyわ(″)yル(″

′)12/″σ(γ)

(4.20)

である。ヵ=〈σみらσ〉は 1電子状態″σの占有数で

ある。(4.17)式の近似を行うと,(4.15)式は

?淑(ァ)″
′
)=Σ″°(r)れ

~σ(″
′
)

となる。

(4.21)式より,2つ の電子のスピン状態が違う

と2体分布関数は単に各点での電子密度の積にな

っており,電 子間の相関が入っていない.一 方,

(4.18)式によると2つの電子のスピン状態が同じ

( 4 , 2 1 )
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であれば,アに電子が存在するときには,″
′
の電

子密度にはれxσ(r)″
′
)の補正が加わったように見

える.″xσ(ァ,γ
′
)が交換ホ

ールと呼ばれるが,そ の

性質を調べてみよう.(4.20)式より,次 の3つ
の

性質が直ちに導かれる。

れxσ(r,γ
′
)≦0

″x σ( ″) γ) = 一 z σ( r )

∫れつか封
(4.23)式に より?|(ァ″r)=0と な り,こ れは Pauli

禁制のことである。
一方,(4.24)式より,交 換ホ

ールはちょうど電子が 1個分減ったことに対応し

ている。すなわち,アにある電子はそれと同じス

ピン状態の電子をちょうど 1個分だけ自分の周 り

から排除している.

最後に, ここでの ?(″,ァ
′
)と拙著2)のP(ヶ,7′)の

規格化の相違を指摘しておこう。容易に示すこと

ができるが,

静に初かNい句,
ただしNは 系に含まれる電子数である.一 方,

i 托
つか か 1

と規格化してある.

4-2 変 換エネルギT

ダ1と 2電 子部

ヤよ

(4.25)

(4.26)

( 4 . 2 2 )

( 4 . 2 3 )

(4.24)

ハ ミル トニアン〃は 1

分 r f 2とか らなっている。

「1=雰{―揚路2+

rf2=孝房品
である。ただし,4xtは 核からのポテンシャルで

ある。これらを第 2量子化で表わすと

ガ1→雰ly;←){一嘉72+るC)}
Xy伊 (ァ)冴

3γ         (4.27)

rf2~十雰雰ljy〕(ア)y;′のギ新

る.(4,9)式を(4.27)式に代入すると,1電 子部分

ど1は〈務ヶ〉
=ん びげを考慮すると

五=雰
J鴻 叶 身

内 和
}

島=考∬料 /3/73/′

×γす。(r)″
3″ (4.29)

となる。
一方 ,2電 子部分 &は (4.13)式の ?(″,

ァ
′
)を用いて

ら=す
∬ 嵩

れ つ ″ “ 0

で与えられる。ここで,(4.18),(4.21)式で″,″
′

でのスピン電子密度の積で与えられる部分だけを

抜き出すと,そ の部分からの &へ の寄与は

×yσ′(″
′
)y。(″)冴

3ァ冴3″
′
 (4.28)

となる。万1と rf2のある与えられた状態での期待

値をとればその状態での全エネルギ
ーが与えられ

V01 31 No 3 1996                (2θ ゴ)

( 4 . 3 1 )

ただ し,″(r)=″
十(r)十″

~(r)と
な リハ ー トレ

ー

項 と呼ばれる古典的な静電 ク
ーロン相互作用に寄

困するものが得 られる。
一方 (418)式で交換ホ

ー

ルによる項か らの 残 への寄与は

二=言
浮 ∬   か

か
′
“の

となる。これが変換エネルギ
ーである。すなわち

変換エネルギ
ーは,あ る点″での電子と,そ れに

伴う変換ホ
ールとのクーロン相互作用として表わ

される.れxσは負であるから,&は 負である.

4-3 交 換ポテンシャル

1電子軌道 yをは基底状態の全エネルギ
ー(El

+&)を 最小にするように決める.こ のとき,7を

の規格化を付帯条件とする.直 交条件は自動的に

満たされることを示すことができる.す なわち,

万7 ; 石丁や
1 + & 一
房
毎
′
j け
C ) イだC ) 冴

3 γ
}

= 0                 ( 4 . 3 3 )

これ を実行す る とよ く知 られ た次 の式 が得 られ

る。

レ々σ(″)

峰 σ( ″)

(4.34)
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この式で左辺の第 2項 は電子間の静電 ク
ーロン

(ハー トレー)ポテンシャルによるもので,第 3項

が変換ポテンシャルによるものである.変 換ポテ

ンシャルを作 り出している軌道は,求 めようとす

る軌道 ッルと同じスピン状態のものであることに

注意 しておく.も う
一つ注意すべきことは,HF

法では電子の自己相互作用が厳密に取 り除かれて

いる点である。すなわち,ハ
ー トレー・ポテンシ

ャルに寄与する軌道に, 自分 自身 (ッ″)が入って

いるが,交 換ポテンシャルにも寄与 しており,両

者がちょうど打ち消し合っている。

(4.34)式の左辺第 3項 を

巨可解 かれの
と表わす と,

ρxf  σ(γ,ァ
′
)

(4,35)

yわ(″)yゎ(″
′
)Σぁy弟(γ

′
)峰(″)

′

lyル(″)12

(4.36)

となる. ( 4 . 3 5 ) 式のE ] 内 を みル( γ) と書 くと, そ

れは

(4.22)式から明らかなように,ア乳樹atcr(″)はすべ

てのァで負である。

44 自 由電子 ガスでの表式

交換ホール,変 換エネルギ
ー,変 換ポテンシャ

ルの具体的表式の例として,自 由電子ガスの場合

を考えることにしよう.こ れは後程に密度汎関数

法での局所(スピン)密度近似 L(S)DAの 準備に

もなる。(4.20)式の変換ホールの表式を得るため

に yルを平面波とすると

たFo2ブ1(たFσ l″~″

Σあッわ(γ)yル(″
′
)=為
2π
2  ″ _γ′

|

(4.42)

となる.ブ1(χ)は1次の球 Bcs s c l関数でィ≪1では

ノ1(χ)生ズ/3である。フェルミ波数たFσはスピンσ

の電子密度 ″σを用いて

たFσ=(6π
2″σ
)1/3

で与 え られ る。 したが って

(4.45)

で
　
′は

が

て

た

不ヽ

し

(4.43)

(4。44)
一Ｋ

　

卜に

　

一て

　

　

″

　

トイ

した。

平
Ａ
ｒ
ソ
　
一不

仰

一―

に
い頑帥ギ・を　か

触町
備
エネノレ　的

十一　
鉱
黎
　
持

ゅ
る。＜４．４・３２＞式の却鞠

な

し

と

( 4 . 3 7 )

であ り, これを軌道 yルに及ぼされる交換ポテン

シャルと呼が,そ れは,形 式的にはある種の電荷

密度ρギ
σによる静電相互作用であるかのように表

わされる。クxをは 'xσとよく似た性質を持ってい

る。

的記ギ解 み
′

ρx t ( γ) r ) = 一″
°
( ァ)

卜くらつか→

と表わ し,

約封解 み (4.46)

ρxルに占有状態における状態″σの重み

ン峰σ(ァ)〒メσlッル(ァ)12/″
σ
(r)      (4.40)

をかけて ,について加えると(4. 2 0 )式の″xσ(γ)メ)

となる。(4 . 3 7 )式を Иσ(γ)の重みで平均したも

のが Slaterのstatistical cxchange potentialと呼ば

れるもので

4 酎…( ア) = Σ% 。( ″) 隆ル( r )

00 l o      20      30      40      50      60

″

第 4図  自 由電子ガスにおける交換ホ
ールの分布.

横軸はァ=たFσ l″
~メ |.

縦軸は(4.18)式の第 2因 子で zσを 1と した

もの,す なわち,1-9(抗 (ィ)//12.

陰を入れた部分が変換ホールに対応する.

(4.38)

(4.39)

1 2

1 . 0

0 2

0 0

ミ
ー
モ
部
悪

30

2 2 1 解 み
′

( 4 . 4 1 )

(2θ2) 固体物理



で変換エネルギ
ー密度を定義 しよう。 ここ

(4.44)式を代入すると,

εxび= ~覇 たFσ

が得 られ る。ちなみに,

て,電 子 ガスの理論でよ

等(αH γs)3二十
ただし,αH=ん2/初夕2はBohr半径,を 用いると

エ

ネルギーの単位をRydberg(れ夕
4/2ん2=1とする)と

して

0.916
(4.49)εx==

となる。

rs

(4.41)式と(4.46)式を比べると,

/岳凱aにr(″)=2εxσ(″)

であるから,  自由電子ガスでは

3夕
2

′岳割a t e r = 一所F たF σ

( 4 . 5 0 )

( 4 . 5 1 )

である.L(S)D Aで は,現 実の非
一様な電子ガス

においても,電 子密度の空間的変動が小さいとし

て,局 所的にはその場所でのス ピン電子密度

″σ(″)をもつ
一様電子ガスで近似できると考える。

そのことは,(4.43 )式を

たFo(″)=(6π
2角o(r)}1/3        (4.52)

とすることに対応し,空 間的に変動するフェル ミ

波数を考えることになる。したがつて,(4.51 )式

より

″丘割筑研●)=一新たFσ(″)
=-3夕2{岳″σ(r)}1カ (4.53)

是曇尼き押雰鯛ャ贅
法
ち:主柱貫澄欲名亀酔島逢と

数因子α(通常は0.5≦α≦1)をかけた形が用いら

れ,SlaterのXα法と呼ばれていた。次回に説明

するが,L(S)DAで の交換ポテンシャルの主要項

は,(4.53)式の(2/3)倍になる.

45 交 換ポテンシャルについての補足

ここで少し脱線をして,交 換ポテンシャルにつ

いて多少の物理的考察を加えよう。(4.37)式の
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隆ル(″)はすべてのァで負であるということになら

ないが,ほ とんどのァで負であることは(4.38),

(4.39)式を見ればわかるし,ぢσについて平均して

しまった Slaterの変換ポテンシャル(4.41)式はす

べてのァで負である。すなわち,交 換ポテンシャ

ルは引力的である.た だし,同 種スピンの電子間

にしか働かない。このことを明らかに示す物理現

象の
一つとして,磁 性体における内殻電子の分極

による,核 の見る内部磁場のことを簡単に説明し

ておこう。たとえば Feの場合を考えてみよう
3,つ.

Feで は 財状態がスピン分極 してお り,″訪(″)が

″昴(″)よ り大きい.そ のため,(4.53)式か らわか

るように,十 スピンの電子が感 じる交換ポテンシ

ャルは一スピンの電子が感 じるものより深 くなる。

この 3″状態のスピン分極によって,核 の位置に

重みを持つ J状態の分布が空間的に歪み,核 の位

置にスピン分極をひき起こす。深いエネルギ
ーを

持つざ状態では波数関数の重みは″<的 にある.

ただ し,約 は核から財電子密度のピ
ークまでの

距離である.そ のときは,十 スピンの電子は
一ス

ピンの電子に比べて″=勾 のあた りのより深い変

換ポテンシャルを感 じて波動関数が広がる。その

結果,核 の所の電子密度は
一スピンのものの方が

大きくなる.一 方,エ ネルギ
ーの浅い s状態では

波数関数の重みが ″>勾 にあ り,逆 の傾向となる。

Fermiの接触型相互作用によって,核 は上述の電

子のスピン分極を感 じ,そ れが核磁気共鳴などで

核の感じる内部磁場として測定にかかる。

ところで変換ポテンシャルはなぜ引力的なので

あろうか ? 交 換ポテンシャルはもとをただせば

Pauli禁制によってお り,そ れによれば同
一スピ

ン状態の電子は空間の同
一の点に同時に存在する

ことはできない。ということは同
一スピンの電子

間に反発力が19Jくことにな りはしないか ? 答 は

ノーである.空 間の同
一の点に振幅のある 1電子

波動関数を 2つ 持ってきても,2電 子の波動関数

は電子座標の入れ替えに対 して反対称化 しなけれ

ばならず,そ の結果として上記の Pauli禁制は自

動的に満たされることになる。すなわちフェル ミ

粒子という統計性によって同
一スピンの電子どう

しは自動的に避けあう.そ の効果が 2電 子分布関

数に現れる交換ホ
ールである。その結果,2電 子

ヤこ

( 4 . 4 7 )

ス ピン分極 がない と

く出て くる 名パ ラメタ

(4.48)

(2θヨ)



間のクーロン斥カエネルギ
ーが抑えられ,こ の抑

えられた分が変換ポテンシャルの引力になってい

るのである,異 なるスピンの 2つ の電子の場合は,

2電 子波動関数のスピン関数の部分が反対称にな

り,実 空間の座標の入れ替えに対 しては対称にな

る.そ の結果,フ ェル ミ粒子 とい う統計性では 2

つの電子が同時に同
一の点に来る確率を減らすこ

とにならない.

4-6 Koopmansの 定理

密度汎関数法とHF法 の違いに関 して,も う
一

つ注意 しておくことがある.そ れは,(4.34)式 右

辺に現れる軌道エネルギ
ーεルについてである.

HF法 では軌道エネルギ
ーに関して KooPmanSの

定理がある.

ヵl=_嘉フ2+るC)

力2 = |″_″′
|

とすると,(4.34)式に左からγわ(″)をかけて積分

することにより,

3 ゎ= 〈ル| 力1 1 ザσ〉十ΣΣく々 σ
′
| あ2 1 カメメ〉

ブ  σ

ある軌道 げσを占有 していた電子を取 り出して

無限遠に持っていく。そこでの 1電子の
エネルギ

ーをゼロとなるようにエネルギ
ーの基準を決める

ことにする.も との状態の全エネルギ
ーを近IEん

=1],あ との状態のものをどTEttσ=0]と 表わすと

』T町傷=0]一 ET巳傷
=1]=一 ●ル   (4.58)

となることを示すことができる。ただ し,軌 道

ガσから電子を抜き去っても,他 の軌道の波動関

数は変化を受けないと仮定している。(4.58)式を

KooPmanSの 定理 とい う。すなわち,HF法 では

軌道 すσのイオン化エネルギ
ーが近似的に

一εルで

与えられることになる.い ずれ説明することにな

るが,密 度汎関数法では」anakの定理
5)がこれに

対応し,そ れによると

すを
ET=られメσコ

一Σ〈す匂けあ2けσガσ〉
′

が得られる。〈花″
″
|あ21リデ〉は Cou10mb積 分,

〈り引力21ル″σ〉は交換積分と呼ばれる。このεルを

用いると,全 エネルギ
ーどT(=五 十ど2)は

み=浮克。εル十雰房筋σ
′kぢケ″|あ2けⅢ′〉

一くガqブσlん21カげσ〉びσσ′}    (4.57)

となる。

となる.た だし,占 有数として 0か ら 1の連続変

数を考えている。したがつて,イ オン化
エネルギ

ーは
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当社出版物を
お求めの方に

「回体物理」をはじめ,当 社出版物お

よび取り扱い書籍の注文に際しては,

右のとおりご案内申しあげます

いアグネ技術センター 「固体物理」係

①当社に直接注文の場合

お急ぎの場合は注文書(ハガキで結構

です)をお送 りください 代 金は品物

を受け取った後,折 り返し送金くださ

い 電 話での注文は,間 違いが起こり

やすく,応 じられない場合もあります

のでご了承ください 送 金方法は郵便

振替をお推めいたします 1週 間～10

曰くらいかかりますが,当 社よりお送

りする振替用紙では手数料無料です

②書店に注文する場合

書店を通してご注文いただく場合は,

必ず出版社
“
働アグネ技術センター

"

と明記してください.ヽ まヽまで他の出

版社名となっているために,注 文が当

社に届くまで随分時間がかかっている

ものが多くあります。これは注文なさ

る方ばかりでなく,書 店,取 次店,出

版社にとっても大変迷惑となりますの

で充分ご注意ください

(2θ4) 団体物理



誌上セミナー革1車:車::=|:章革革革=1革!:荘i車:1章章荘荘荘!章革神:=!革::車=革:章■i

ヾ

ンド計算における最近の発展ノ ｀

(その3)

|
ハートリーフォック法は電子の統計性を正しく

取 り入れており,多 電子問題を扱う際の基本であ

る。前回は電子の統計性に起因する交換ホ
ール,

変換エネルギータ交換ポテンシャルについての詳

しい議論を行った。しかし,交 換ポテンシャルが

非局所的であるために具体的計算は面倒である.

これを克服するために,Slatcrによって種々の簡

単化が提案され,ズα法という簡便法が盛んに用

いられた時期があった。こうした流れとは全く別

の観点から密度汎関数法が1964年に Hohcngcrg

とKohnに よつて提案され,Kohnと Shamに よ

って有効一電子問題へとつながっていった。χα

法は密度汎関数での局所密度近似と見なすことが

できる.

今日では,固 体におけるほとんどの電子状態計

算は,密 度汎関数法によるものである。もちろ

ん,電 子相関を扱 うための量子モンテカルロ法

や,励 起状態を扱うための多体問題的手法の開発

も最近の重要な動きであり,そ れらについてもい

ずれ述べる機会があればと考えているが,今 回と

次回は密度汎関数法を説明しよう.

S5 密度汎関数法

51 基 礎定理

核からの電子に及ぼされるポテンシャルを

υe対(r)とする.簡 単のために系の基底状態に縮

退がないとしよう。そうすれば,υcxt(ヶ)が与えら

れると基底状態は一義的に決まる。したがって基

底状態での一電子密度″(″)も
一義的に決まる。

逆に,基 底状態の
一電子密度れ(r)が与えられた

(その 1)

(その 2)

Vo1 31
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」RCAT,産 業技術融合領域研究所 寺 倉清之

ときにυc対(γ)が
一義的に(定数分のシフトの任意

性は無視して)決まるならば,基 底状態の性質が

れ(ァ)に よつて決まることになる.も ともとの

HohcnbcrgとKohnに よる1964年の論文
1)では,

与えられた角(γ)に対応するυc煮(r)が存在するこ

とを仮定 していた。これをυ
―reprcscntabilityと

ぃう。その後の研究から,も っともらしいれ(r)

についても,υcxt(ア)が存在しないことがあるとい

うことが示された。そこで″(γ)についての制約

を緩めるために,Levyに よって密度汎関数法の

基本定理が少し書き変えられた
り.Lcvyの 議論

に出てくる″(γ)は,適 当な反対称化された多電

子系波動関数 y″から得られるものであるという

制約がついている。これを丼reprcsentabnityと

いう。この方が,クーreprcsentabilityよりは緩い条

件である。なぜなら,υ―rcPresentabnhyを満足す

る″(″)ならクc対(γ)が存在するから,そ の系の基

底状態の波動関数は存在することになる。しか

し,そ の逆は必ずしも成り立たないからである.

れ(r)は一電子密度であるから,yたからは次の式

によって与えられる.

瓜つれくれ枢ザ筋か
( 5 . 1 )

ここで前回と同様に,ズは実空間の座標とスピン

座標を合わせたものとしている.上 式でχに関し

てはスピン空間だけで積分している。

Levyの議論の筋道と結論だけを述べておこう。

もう少し詳しく知 りたい方は,文 献 3)を参照し

ていただきたい。一電子密度″(ヶ)を与える γ々 の

中で,電 子系の運動エネルギー Tと 電子間相互

作用 にcの和の期待値を最小にするものをγttn

(∂2」)



とする。すなわち,

F[角]=min〈くy″Ttt kclv/″〉}

=〈ytthl Ttt kcl yllh〉     (52)

である。ところで,″(″)を与えるような y″はい

くらでもあることは
一電子の場合を想定するのだ

けで明 らか であ る . た とえば , 波 動 関数

沖 '(″(γ))1/2はたによらずに″(r)を与える。

(5.2)式にはυc煎(γ)が全 く入ってこないので,

F[″]は特定の系にはよらない,角(r)のユニバ
ー

サルな汎関数である。この点は概念として本質的

に重要である。これだけの準備をしておくと密度

汎関数法の基礎は次の 2つ の定理で表現される.

(1)基底状態エネルギー汎関数についての

変分原理

解rcPrcscntableな″(γ)に対 して,そ のエネ

ルギー汎関数 EE″]を

ど[凋封払の灰つ十Htt Cの
と定義すると,系 の基底状態のエネルギーガcs

は EE″]の下限になっている.

(2)基底状態の一電子密度表示可能性

基底状態のエネルギーEosは,基 底状態の

一電子密度れGsの汎関数として

乳→携の和切刺 はつ
と与えられる.

これら二つの定理の証明は文献 3)にゆだねる。

密度汎関数法のこうした議論が何を意味するかは

わかりにくい。しかし, もし系によらないユニバ

ーサルな汎関数ゴ[れ]が得られたならば,系 の基

底状態が一電子密度れ(″)だけで決めることがで

きるということは非常にありがたいメッセージで

ある。それではどのようにしてFE″]を求めるか

ということが重要な課題となり,密 度汎関数法を

実用に供する鍵がそこにある.

5-2 Kohn― Shamの 理論つ

ダE角]がわかれば,系 の特徴を決めるυc煎(ヶ)に

よって(5,3)式でのど[招]を最小にするれcsが決め

られることになる.ゴ[″]を求めるうえで問題と

なるのは運動エネルギーと電子間相互作用による

部分である。前者に対してはThomas―Fcrmi近似

やその拡張がある。この方向の努力はまだ続けら

れているようであるが,信 頼度の高い結果を得る

ことは困難そうである。

Kohn―Shamの 理論は,運 動エネルギ
ーの部分

に対して
一つの答えを与えるものと考えることも

できる.Kohn―Shamに よると,ゴ[角]を次のよう

に分割する。.

F[招]=二 [れ]十
すllが
″冴3″
′竺
|;と与!|≧

十ExcEれ] ( 5 . 5 )

右辺で最も明白な項は第 2項で,こ れは電子間の

静電エネルギーでHartrcc項とも呼ばれる.第 1

項は運動エネルギーであるが, この定義は注意を

要する.仮 想的に電子間相互作用のない系を考

え,あ る外部ポテンシャルのもとで,こ の仮想的

な系の基底状態の一電子密度が,本 物の系の基底

状態の一電子密度れ(″)に等しいとする.4E″ ]は

この仮想的な系の運動エネルギーである.二 c[″]

は本物の系において(55)式右辺のはじめの2項

で書けていない残 り全部を含んであり,交 換相関

エネルギーとよばれる.

集E角]を導入す ることの意味は,は じめて

KOhn―Shamの 理論を勉強したときにはなかなか

理解しにくかった。これは,以 下のようにして,

多電子問題を有効一電子問題にすり替えるために

導入されたものである。上述のように,基 底状態

の一電子密度がれ(r)となるような相互作用のな

い系というものは,外 部ポテンシャルυ(r)で実

現されていると考える.つ まり

{場Z的}広れ広つは0
れ(″) = Σ ッす(″) 2       ( 5 7 )

である.た だし,デについての和はスピンの自由

度も考慮して,crの小さい順に電子数の分だけ行

う.(5.6)式のυ(γ)が,現 実の系の相互作用と

どのように関係しているかを明らかにするのが

Kohn―Shamの理論のポイントである.

集[招]は定義により,仮 想的な系に関係する

(56),(5.7)式を用いて

棚ギ引撤つ瓜つ ( 5 . 8 )

固体物理(』2″)



が成 り立つ.す なわち

びス[れ]=気 Eれ]―ス[πcs]

= ヤ 殉 灰つ叡 の は の

である。(5.5)式右辺の第 2,3項を合わせて θ[″]

と書 くことにすると,相 互作用のある系におけ

る,(511)式 に対応する式として,

制
J加

つ和 十制 乳 計 孤つ

( 5 . 1 6 )

である。μxcは交換相関ポテンシャルと呼ばれる
。

(5.6),(57),(515),(5.16)式をセル フ
コンシス

テントに解いて,(島 },れ(r)を決める。これらの

式を Kohn―Sham方 程式と呼が.全
エネルギーは

(5,3),(5.5),(58)式か ら求まる。ここで少 しと

意すべきことを 2,3述 べておこう.

1)(5.12)式を導 く際に,υ(r)はれ(γ)と は独立

な量そあるとした。その結果 として得 られた

(515)式 では ク(″)は ″(ア)に よつてい る.υ(″)

は れ(r)の汎関数であると始めか ら仮定 しても,

同 じく(5.15)式が得 られる。この扱いは文献 3)

の 2-2節を参照 されたい。
一方 ,″(″)と υ(ダ)を

独立な量として扱 うことについての
コメントも文

献 3)の 3-2節を参照されたい.

2)Kohn‐Sham方 程式が完全にセルフコンシステ

ントには解けていない場合,全 エネルギ
ーとして

は次の表式を用いないと変分原理を満たさない。

入力の電子密度 が
n(γ)を用いて,(5.15),(5.16)

式 よ リク(r)が求 まる。そのク(″)か ら(5.6)式に

よりεげ,降が求ま り,(5.7)式 で
0々岨(″)が得 られ

る.″°utに対する全エネルギ
ーは

卿 ギ弓抑0班 <つ〃くつ
′が
岨
(7)が
岨
(″
′
)

| ″
一
″
′

|

( 5 。1 7 )

ただし,

原つ=響

十す∬/3/23/
十Exc Eが配]

ただし,

メ引 〃併

が成 り立つ .

次までとり,

＞

　

Ｇ

竹θ十ク

ヽ
ブ

　
　
　
　
　

Ｇ

ｒ
　
　
　
　
　
れ

Ｘ
　
か

し

　

ｆ

３

ｚ
　
　
　
十

孝

　

　

∃

冴

　

　

　

ｃｓ

打
州
　
怖

防

　

　

〓

気

開展

と

で
　
る

。
‐３＞

の
　
物

Ｇ

Ｇ

比
ｒδスEれ]十

ヤ辮殉

封畑体つ翌
□
爾拘}殉

( 5 1 3 )

し, そ の 1

( 5 1 8 )

( 5 2 0 )

3

=0+0(ィ 2) ( 5 1 4 )

となる.δC[″]/δん(r)はCほれ]のz(γ)に関する汎

関数微分である。(5,10)式の条件下で(5.14)式
が

成り立つには,rに よらない定数を除いて

3)よ り簡単な全エネルギ
ーの表式として Harris

の汎関数 EHarisが知られている
5,0.

がut(γ)=れ
h(″
)十δれ(γ)      (519)

とし,びれ(γ)が微小量であるとして,そ れに関し

て 1次まで正しい式を求めよう。δれ(γ)=竹れ
″
(r)

として,向環つ十号;:;
邦つ珂か
′
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嵩 的
れ
が

μ″

Ｆ

ｉ

Ｊ

十″＆〓＆

十θ(ィ
2 )

に注意すると,(5.17)式は( 5 . 1 5 )

(∂2j)



ど[が
u t ] = ど
H a n 為十θ(竹

2 )

ただ し,

×〃D(γ)十曳cEが
nコ

( 5 2 2 )

である.どHarぉsは
一般にはど6Sよ りも大きくも小

さくもなり得るという意味で変分原理を満たさな

いという不便さがある。しかし,ほ とんどの実際

の系ではどGSはどHarisにとっては上限となること

力`わかっている。したがって,″h(″)にパラメタ

を導入しておき,EHarhsが極大となるようにパラ

メタを決めると,か なり精度のよい結果が得られ

るようである.Harris汎関数を用いるときは,

適切な初期値 zh(ァ)を用いて
一度だla‐Kohn―

Sham方 程式を解き,そ の出力としての働を用い

て(522)式で全エネルギーガHarisを得る.

53 局 所 (スピン)密度近似つ

密度汎関数法の中心的課題は,どxc[″]としてど

のようなものを用いるかということにある.最 も

簡単で,こ れまで広く用いられていた近似は局所

密度近似(LOctt dcnstty approximation,LDAと略)

である。それによれば

島ふ=軍村かけ的十的 }

島□封札lZrrllxっ

1蒜帯ぐ

LDAは かなりの成功を収めてきた。この理由は

Gunnarssonら7)によって詳しく調べられてきた

が,そ の詳細はここでは立ち入らない.こ のこと

についての概略は文献 3)を参照されたい。しか

しなが ら,LD Aに せ よ,後 述 の GGAに せ よ,

それ らの持つ誤差はかな り大 きい.LD Aの 場合

についての 1例 を挙げれば,Mg原 子の全エネル

ギ ー の 計 算 で は , L D Aは 1  8 4  R y (宝2 5  c V )も過

小評価する。ところで,団 体 Mgの 凝集エネルギ

ーは 1 53cV/atomに過ぎない。Mgの 結晶構造

が免cか hcPか などという議論をするには,01

～0 01 cV/atomの量を扱 うことになる。ところが

LDAは こうした場合においても成功 してきた

のである。その理由は,原 子の全エネルギ
ーの計

算で特に大きい誤差を生じているのは内殻電子の

状態である。そこでは当然(524)式の左辺は大き

くなっておりLDAが 悪い近似になっている。し

かし,内 殻の状態は孤立原子でも固体でもほとん

ど変化がないので,そ の 2つの状態での全エネル

ギーの差(凝集エネルギー)をとれば消えてしま

う.

このような canccllationのことを一般にZSCF

という言葉で表わすことがある。つまり,一 つの

状態だけに注目すると近似のもつ本来の誤差が直

接に見えてくる.し かし,少 し環境の変わった 2

つの状態の差に注目すると,そ うした系統的な誤

差は消えてくれるということである。実際,物 理

的には系の全エネルギーの絶対値は特別な意味を

持たないのである。とは言え,LDAが もたらす

全エネルギーの誤差は巨大であり, より高度な近

似によって, より信頼度の高い計算を目指す試み

が盛んに行われている。それらについての議論が

次回のテーマである.

最後に 3xc(z)の具体的表式を与えておこう.ス

ピン分極も陽に取り入れることとして,(5.23)式を

二cE″
十
(″),″(″)]

封札的X析悌の
( 5 2 6 )

と拡張 しておこう。その上で

3x cσ=εxσ t t  εcσ            ( 5 , 2 7 )

のように変換項3 xσと相関図εcσに分1 3‐る. 0メ
σ

( 5 2 1 )

( 5 . 2 3 )

と表わす。交換相関エネルギー密度 3xc(″)として

は,電 子密度が ″である
一
様電子ガスの変換相関

エネルギーの計算結果を用いる。これについては

量子モンテカルロ法による厳密な数値解析の研究

がある。(5.23)式の意味は,各 点 ″での電子状態

が,そ の点での電子密度 れ(7)をもつ
一
様電子ガ

スのもので表わされるということである。したが

って, この近似は密度の空間的ゆらぎが小さい場

合に正当化される.す なわち

( 5 2 4 )

でなければならないと考えられる。ただし,

んF(r)ヤよ

たF(″)={3π2れ(r)}1/3 ( 5 . 2 5 )

で定義される局所フェルミ波数である。しかし,

現実の系では(5.24)式の左辺の値が 1を超すこと

は普通に起こっており,そ れにもかかわらず

(」26) 固体物理
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予

ｆ

脚
翻
４
．
４

　

〆

前回の＜

３
～

一

てヽャょ
　

煎

つこ

{″σ(γ)}1カ

(5.28)

となる。この式を(526)式に代入し,(516)式
に

対応 して交換ポテンシャ
ル

だの主蒜=翌メ桟爪つド
カ

( 5 . 2 9 )

が得 られる。前回述
べた ように, これは SlatCrの

変換ポテンシャル(4.53)式の(2/3)倍にな
ってい

る。

εcについては種々の表式が与えられ
ている。こ

れまでは,CCparlcyとAlder8)による量子
モンテ

カルロ法に基づ く計算結果を解析的に表現
した

P c r d c w と Z u n g c r に よ る 表 式
9 ) や V O s k O , W i l k S と

Nusairの表式10が用いられることが多かった
・

これらの表式の持つ多少の欠点を改善し, し
かも

全 ″sの領域での単
一の表式となっているPcrdcw

とWangll)のものを具外的に示しておこう
・

(4.48)式で与えられるダsパラ
メタと,次 式で与

えられる`

`=(角
十_″一)/(″

十十比
~)       (5.30)

を用いると,独 立変数を(″
十,z)か ら(γsだ)に変

えて

乱o可許詞十ぷつ端●~い
十[ 8 c ( / s , 1 ) 一εc ( r s , 0 ) ] メ(ζ)ζ

4

( 5 . 3 1 )

ただ し

メ(ζ)=E(1+`)1/3+(1-`)4/3_2]/(24/3_2)
( 5 . 3 2 )

である(メ(0)=0,メ (1)=1,メ (0)=1709921で あ

る).(531)式 に現れるεc(γs,0),3c(γs,1)お
よび

一αc(″s)のrs依存性を,す
べて次の形の関数で琴

わすことにする。

C(ァs,ス,αl,βl,β2,β3)β4,夕)

= - 2 И ( 1 + αl  γs )

×ln
2И(βlγせ/2+β2γsttβ3γ:/2+β4″〔

+1)

( 5 3 3 )

3c(γs,0),Cc(γs,1)および
一αc(/s)のそれぞれにおい
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第 1表 E文 献 11)の Table Iより]`

εc(・s,0) εc(ァs,1)

ク

】

βl

β2

β3

β4

1 00

0031091

021370

7.5957

3 5876

1 6382

049294

1 00

0.015545

020548

14 1189

6 1977

33662

062517

1.00

0016887

0 11125

10.357

3_6231

088026

049671

て,Z,αl,βl,…,クのとる
べき値が 第 1表 に示 し

てある.ただ し,こ こでの ecは
Hartr c c原子単位

(夕2=ん=れc=1で
エネルギーの単位 は l Hart r c c

= 2 7  2 1 1 6  c V )で表わされている。なお,(5.31 )

式の εcに対応する相関ポテ
ンシャルの具体的表

式も文献 11)の Appcndix Aに示され
てもヽる。
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直接予約購読のおすすめ

本誌 「団体物理」の確実でお得な入手方法として,当

社直接の予約購読をおすすめいたします。毎月当社
より

お手もとに郵送させていただきます

購読期間は 1年間(特集号を含む12冊)で,1月 から,

あるいは4月からの開始となります ど ちらかの購読期

間をお選びのうえ,お 申し込みください
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ジ
バンド計算における最近の発展

(その 4)

JRCAT,産 業技術融合領域研究所 寺 倉清之

前回は(と言っても,1年 以上も前になるが),

密度汎関数法の基礎 と局所ス ピン密度近似

(LSDA)について説明した。LSDAは 約20年間に

もわたって,多 くの系に適用され,近 似の単純さ

から期待されるよりもずっとはるかに多くの優れ

た成果を引き出してきた。それらの例のいくつか

は文献 1),2)に紹介されている。しかし,一 方

ではその欠点も徐々に積み上げられ,LSDAを 越

えることの必要1生が強 く認識されるようになっ

た。今回は LSDAの 次のステップとして,(ス ピ

ン)密度の空間微分も考慮する近似(一般化された

密度勾配展開近似 :GGA(gcneralized gradicnt

approximation)と略)に進むため,ま た更にその

先への発展の準備として,Kohn―Sham(KS)理論

での変換エネルギーと相関エネルギーについて,

より突っ込んだ議論をしておくことにしよう。

54 局 所スピン密度近似の欠点

Local Spin Dcnsity Approximation(LSDA)(スピ

ン分極のない場合の LDAも 含めてお く)の欠陥

のうちで,筆 者にとって最もショッキングなもの

は,Feの 基底状態が正 しく再現されないことで

ぁった3).Fcの基底状態は bccで強磁性である。

確かに bcc構造をはじめから仮定すると,LSDA

でも強磁性状態が安定とな り,磁 気モーメントの

大 きさも妥当である.一 つの問題点 としては,

LSDAで は格子定数が,2%ほ ど短く見積もられ

ることである。これは体積でみると6%も の過小

評価になるので,結 構大きな問題ではある。しか

し,金 属の凝集性質がノミンド計算のような一電子

( その 1 )   V o 1  3 0  N o  1 2 ( 1 9 9 5 ) P 9 9 3 9 9 9

( その 2 ) ………V o 1  3 1  N o  3 ( 1 9 9 6 ) P 1 9 9 2 0 4

( その 3 ) … …V o 1  3 1  N o  1 0 ( 1 9 9 6 ) P 8 2 3 8 2 7

2 2

近似で(全エネルギ
ーについては,こ の言い方は

正しくないが)それほど正確に再現されるとは考

えられないという見方が支配的であった頃に教育

を受けた者には,そ の程度の定量的不
一致は止む

を得ないという思いもあった。しかし,そ の後の

テストにより,LSDAで は実は非磁性の免c構造

の方が,bccの 強磁性状態より安定なことがわか

ったことは非常にショッキングであった。(実は,

hcPの非磁性状態が更に安定であることがその後

示されたり.)と いうのは,Fcが なぜ bccの強磁

性状態を好むかということについては,そ れなり

の明確な物理的描像が存在していたので,そ うし

た定性的な描像すら,LSDAは 再現できないのか

ということになったからである。

LSDAの 欠点としてこれまでに指摘されたもの

ヤま,

1.3冴遷移金属の構造 と磁性の安定性が正 しく再

現されない
4,5).

2-般 に,平 衡格子定数が 1～2%程 度短 く見積

もられることが多い.

3化 学反応過程での活性化エネルギ
ーが極端に

過小評価される
6,7).

4.少 し難 しい話になるが,遷 移金属酸化物など

で見られる,軌 道分極が再現できない
8,り.

などがある。こうした,現 象として見ることがで

きる量における欠点以前に,LSDAで 計算される

系の全エネルギーには大変大きい誤差があること

を,既 に前回に指摘した。たとえば,Mgの 全エ

ネルギーは約 1.8 Ryも高く見積もられてしまう。

(この量の定量的信頼度は計算に用いられる基底

の選び方などで影響されるが,こ の誤差の大きさ

のオーダーは計算の詳細によらない。)物 理現象

(jθび) 団体物理



には全エネルギ
ーそのものは現れてこないで,全

エネルギーの変化分や差が問題になる。これを

泌SGFと い うことで前回に説明した。しかし,上

記のような大きい誤差があると,差 にもある程度

の誤差が生 じることは避けられないであろう,そ

のことが上記の 3番 目の問題点として浮かび上が

った と考えることができる.こ のような LSDA

の欠点を補 うために,GGAが 提案され,最 近は

それが主流となりつつある。前述の Fcの 問題は,

GGAに よつて解決 され ることがわか って ヽヽ

る4,10。しか し,GGAに は種々の
バ リエーショ

ンがあ り,そ れらの妥当性,効 用,限 界などがな

かなか明確にならないという問題がある。そこで,

GGAの 具体的な話 しに進む前に,基 礎的なこと

を勉強しておこうというのが,今 回の
セ ミナーの

狙いである.

55 Kohn― Sham理 論 での交換エネル

ギーと相関エネルギ
ーの定義

密度汎関数法に基づ く具体的な計算をするに

は,ほ とんどの場合に KS方 程式を解 くことにな

る.し たがつて,交 換エネルギ
ーと相関エネルギ

ーについても,KS理 論の枠の中で定義されなけ

ればならない。S5-2で述べたように,KSの 理論

では多電子問題を有効場の中の
一電子問題にす り

替える.S5-1で の理論 と対応させると,KS理 論

では有効場の中の相互作用のない仮想的な電子系

を扱 うので,(5.2)式のダE″]は 電子間の相互作用

にcを除いた

F臨[″]=くφtth Tl φtth〉 ( 5 . 3 4 )

で置き換えられたことになり,一 方,(515)式 の

υ(γ)が(5.3)式などに現れるυc対(″)に置き換わる。

S51で は,多 電子系の基底状態の電子密度を″。s

としたが,そ れを与える波動関数を ycsと して

おこう。一方,同 じ″csを与える,相 互作用のな

い仮想的な電子系の基底状態の波動関数をφcsと

書くことにしよう。これは Slater行列式で与えら

れる。(5.5)式の交換・ホロ関エネルギ
ービxcを

曳c [れ] = E x [れ]十E c [ z ] ( 5 3 5 )

のように,交 換エネルギ
ーEx[れ]と相関エネルギ

ーどc[れ]に分離する。KS理 論での曳[れ]を

アヽo1 33  No 7  1998

Ex[″csコ=くφcs kelφcs〉
一び[″cs] (536)

で定義する.た だし,VE″]は電子密度れ(r)を持

つ系の,(431)式 で与えられる古典的な電子間
ク

ーロン相互作用エネルギ
ーである。Ex[角cs]の具

体的な表式は(420),(432)式に与えられている
。

一方,4は

Ec=くycsl T十にcl ycs〉
一くφcsl T十にcl φcs〉

(537)

で与えられる.ycsは (T+4)を 最小にするの

に対して,φcsは Tを 最小にするのであるから,

E c < 0

がわか る.

( 5 . 3 8 )

KS理 論での相関エネルギ
ーは,(537)式 で与

えられるように,運 動エネルギ
ーからの寄与 孔

と電子間相互作用からの寄与 にとからなり,

どc =孔十托

と書くと,

( 5 3 9 )

孔
=く
γc s l  T l  γc s〉

一
くゎ益 I T  φG S〉  ( 5 4 0 )

に=くッcslにcl γcs〉
一くφcsi kclφcs〉 (5,41)

である.運 動エネルギ
ーからの寄与があるのは,

KS理 論での運動エネルギ
ース[れGSコ(上記 孔の

第 2項)は相互作用のない仮想的電子系のもので

あり,避 け合いながら運動する本当の電子系のも

のではないからである。この描像から,明 らかに

孔>0が 予想される.実 際,φcsは Tを 最小にす

るものであるから,(5.40)式は 孔>0で あること

を示 している.(5.38)式が満たされるには,4

<0で なければならないが,そ れは,避 け合いな

がら運動する電子系では電子間の実効的な反発は

小さくなるからである.運 動エネルギ
ーからの電

子相関への寄与があるために,二 (あるいは,二 c)

に対する形式的に厳密な表式を得るには,以 下の

よ う な結合定数積分 (couPling Constant intcgra―

tion)の方法が用いられる
11).

電子間相互作用の強さをα倍する.こ のとき,

外部ポテンシャルをク&t(r)と して,基 底状態の

電子密度がαによらずに″(r)であるとする(添字

の て̀GS力を以下では省略).(υ&tの具体的表式は

(5.103)式で与える。)全 ハミルトニアン

ダα=T十 拘げ             (542)

はスケーリングパラメタαを用いて

(j97)



である.孔 の基底状態のエネルギー乳 に対して

洗乳=〈審光=くにc〉α十浅レ″υ挽の角の
( 5 . 4 4 )

ただし,

い す∬″併

丸生α砲可あ鯨つ洞

ただし,

れつキ施つ

十
す∬
″
桝  側

で与えられる。(545),(548)式より,(5.50)式

の第3項は
il加
くにc〉αと書くこともできる.交

換・本目関エネルギ
ーどxcレ]は

どxc[″]==ifttαくにc〉一υE″]
( 5 , 4 5 )

となる。ぐ 〉αはスケ
ーリングパラメタαの系の

基底状態についての期待値である.?α(″,″
ア
)は,

( 4 3 0 ) 式におけ る( 4 . 8 ) 式の? ( ら″
′
) の〈…〉を

く 〉。としたものである。フィ
ーノィドオペレ

ータ

y(″)の反交換関係を用いて少し変形すると,

?α(r,γ
′
)=― 角(γ)δ(γ一″

′
)十く″(r)″(″

′
)〉α

( 5 4 6 )

となる.″(″)=〈y十(″)y(″)〉αはαによらない

が,2項 目の電子密度の相関は当然ながら電子間

相互作用の強さに依存する。(5.44)式をαについ

て積分して,

ムー島=す∬がケがγ材

可ムの和ヤ棚洞
( 5 . 4 7 )

であり,(536)式 のどx[れ]に対応する表式になっ

ている.2体 分布関数 o(ら″
′
)を

7(γ,″
′
)=角(″)れ(″

′
)す(γ,γ
′
)

で定義すると,(551)式 の曳cEれ]は

( 5 4 3 )

( 5 , 4 8 )

冴冴

ｒ

ｉ

ｌ

Ｊ

ｒ

ｉ

ｌ

Ｊ

（メ

一
２
〓″ご

つ

一―

″( 佐
一　打

◆

一′
″

( 5 5 1 )

( 5 . 5 2 )

( 5 5 3 )

ただし

%xc(γ,″
′
)=″(γ
′
)(す(″,″
′
)-1〕   (554)

と表わすことができる。すなわち,交 換
・本目関エ

ネルギーは,電 子とその変換
・本目関ホールとの間

のクーロン相互作用として書かれる.

となる。ここでυ&t(″)lα=1=υcxt(γ)は本当の多電

子系における外部ポテ ンシャルである。一方

υ&t(″)α=0=υ路(γ)は ,相 互作用 のない仮想的

な電子系で,そ の基底状態の一電子密度 として

″(″)(=″cs(″))を与える外部ポテンシャルであ

るから,そ れは KS理 論での有効一電子ポテンシ

″フ&t(″)z(r)

エネルギーとなり,

子系の基底状態エネ

i施
仏つ く M l l水つ

となることを用いると,

i 仇
仏均 = 」

″x c  ″x + れ c

″x ( ″, ″
′
) ≦0

i仇
研 =」

i仇
につ = 0

なる総和則が得られる。(553),(5.56)式 は
ハー

トリー・フォック法 (S4)での(4.32),(4.24)式に対

応している。

(535)式の ように,曳 cを曳 とえ に分離 した

ことに対応 して,(5.54)式の右辺の″xcを″xと れc

に分離すると,以 下の関係が成 り立つ.

( 5 5 7 )

( 5 5 8 )

( 5 . 5 9 )

( 5 . 6 0 )

角x(ら″
′
)は KS軌 道を用いて,(420)式 で与えら

れるものである.

密度汎関数法におけるKS理 論での交換
エネル

ギーム は,ハ
ートリー・フォック法での交換エネ

ルギーとは同じではない.ハ
ートリー・フォック

法との相違を理解するには次のように考えればよ

( 5 5 5 )

( 5 . 5 6 )

＞
　
減

・＞

４９

　

４７

ギ

＜５
．

は

ル

が

　

動

電

ル
　
し
　
　
　
　
Ｋ
　
の

ヤ
　
　
　
　
　
　
は
　
で
　
は

β

ｌ

ｌ

Ｊ

十五〓ど〓乳

24

冴
3″
υぃ (″)″(″)

(j9J) 固体物理



ぃ。密度汎関数法的に考える
ハートリー・フォ

グ法としては,(534)式 に対応するも
のは

■押[%]=くφ&F,mhl Ttt kclφLF,mh〉 (5.61)

である。
一電子密度″(″)を与えるような単

一の

slater行列式で,(T十 にc)の期待値が最小
になる

ものとして島Fは定義される
。すなわち,波 動

関数には単
一のSiater行列式という制限をつける

が,考 えている系は相互作用のある多電
子系なの

である.KS理 論では,相 互作用
のない仮想的な

電子系という概念を導入する
ことによつて定義さ

れた(5.36)式のExは以下で示すよう
ないくつか

の単純な関係式を満たす。

ここではまず,ス ピン分極の効果を調
べてお

く。一般に,ス ピン分極として

″( ア) = れ十( ア) 十れ ( ″)       ( 5 . 6 2 )

を考 える.KS理 論では,電 子間
の相互作用はな

いので,

E正れ十,れ]=乳 E″十,0]十ExEO,″](5.63)

が成り立つ.通 常のハ
ートリー・フォック法では,

これに対応する関係式はない。″十(γ)=″ (γ)

=れ(r)/2の場合には,上 式は

Ex[″]=Ex[Z/2,″/2]=2Ex[れ/2,0]

=2ExEO,れ/2]         (5.64)

が成り立ち, したがって

Ex[角十,れ一]=丁 (ガx[2れ十]十ガx[2れ_]}

( 5 . 6 5 )

が得られる.こ の関係式を用いれば,ス
ピン分極

のある場合の変換エネルギ
ーは,ス ピン分極のな

い場合の交換エネルギ
ーを用いて表わすことがで

きる。このような簡単な関係式は,相 関
エネルギ

ーEcについては成り立たない.

}6 交 換エネルギ
ー,相 関エネルギ

ーと

電子座標スケ
ーリング

密度汎関数法での基本的な量は 1電子密度

れ(r)であるが,そ れに対して以下のような座標

のスケーリングを導入する.

物(χッ,z)=九
3″
ひχ,スノ,九z)   (566)

″λぇツ(χ,ノ,Z)=九
2角
ひχ,4ノ,Z)   (567)

れだ(χ,ノ,z) =九れ(九χ,ノ,″)      ( 5 6 8 )
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これらスケーリングに対して,Exや
Ecが どのよ

うに振る舞うかがLcvyらによつて,詳
しく調べ

られている
12～17).乳ゃ Ecが満たすべきこれらの

厳密な性質はGGAの 妥当性の判定,改 良
の際の

指針として重要な役割を果たす
。九>1で のれぇ(γ)

は,も との″(″)を狭い領域に圧縮す
ることに対

応 し,九<1な らその逆である。した
がつて,

九→OO(0)は高(低)密度の極限をとることにな
る.

″ス(γ)についてのExを考えると
いうことは,

れぇ(γ)を基底状態の 1電子密度とす
る系でのごxを

求めるということである.y({名})=y(れ ,れ,…
)

竹)が,1電 子密度れ(r)を持
つ系の基底状態の波

動関数であるとする。物(γ)を持
つ系の基底状態

の波動関数をγ九((4))と表わすと,

ッス((れ})=九
3V2γ((九名}) ( 5 . 6 9 )

が成り立つかどうかを調
べてみよう.多 電子系を

そのままに扱う場合には,

(Ttt kc((料)十に対((名}))y((科)

=Ey((″i}) ( 5 . 7 0 )

が成 り立つ。ここで,す
べての電子座標を〔名〕

→ 協先}とスケ
ールして(570)式を整理すると,

(T十 九ke((名 })十 九
2ろ
t((九rr〕))y(〔 九れ})

二九2Ey((九″か) ( 5 . 7 1 )

となる。(571)式から明らかなことは,電 子間相

互作用が九倍されているので,九
≠1の場合には

7((九竹})はいかなる外場にお
いても真の多電子系

の固有状態にはなっていない。したが
って,

(5.69)式は成 り立たない。
一方,KS理 論での基

底状態波動関数については,(5.70),(5,71)式
で

にcの項はなく,有 効 1電子ポテ
ンシャルを に斌

としたものになっている。すなわち,(5.69)式
の

ようにスケール変換した波動関数を基底状態とす

るような外部ポテンシャルは九
2に対で与えられ

る.し たがつて,街 (r)に対するExは (5,36)式
に

ぉぃて,先 sに(5.69)式のスケ
ール変換を行えば

得られることになる.こ のことから直ち
に

Ex[れぇ]二九ExE角] ( 5 , 7 2 )

が得られる.こ の関係式も,ハ
ートリー・フォッ

ク法での変換エネルギ
ーについては成 り立たな

も .ヽ

E c [ ″] (または E x c [角] )についての
スケー リング

(j99)



の性質を導くには,結 合定数積分の方法を併用す

る12,15).電子間相互作用がα倍になった系での交

換・本目関エネルギ
ーを

ど鮭[″]=くyα Tttαkclv/α〉
一αび[″]一孔これ]

( 5 . 7 3 )

で定義する。ここで電子座標スケ
ール {竹}→

秘■)を行 うと, ( 5 7 1 )式で にcをα倍する
こと

になって,

(Ttt αtt kc((rr})十九
2/ぞ
点((九rl〕))yα((ルす})

=九2どαγ
α((九ヶゴ}) ( 5 , 7 4 )

したがって,航 =1な らば,電 子間相互作用はフ

ルに働いていることになり,

y,α({れ})=九
那/2yα({九rl}) ( 5 , 7 5 )

とすると,4患 が適当に選ばれれば,yス
α((竹})

は,一 電子密度が″ぇ(γ)である真の多電子系の基

底状態の固有関数である.(5.73)式で積分変数を

変換し,α九=1な らば

E鮭[″]=α
2〈
〈v/九
α
l Ttt Lcl y,a〉

一yレ九コ

( 5 8 3 )

ただし,九=α l .ここでα=九
二1とおくと

響 L封
→ 斑 凋

一生
;;伴
旦

L封
側

とな り,結 合定数による微分 と,ス ケ
ー リングパ

ラメタによる微分の間の関係が得られたことにな

る.

少し議論が錯綜 してきたが,も う少 し我慢 し
て

いただいて,(540)の 孔 と(541)の にについて

の Ecに よる表式を導き出しておこう。電子間相

作用を α倍に した ときのご銘[″]((573)式)に対

応する(52)式は

Fα[″]=くv/骨,mhl T+αkcly骨,商品〉  (5.85)

である。この式の意味は,一 電子密度″(γ)を与

える波動関数の中で Tttαkeの期待値を最小に

するものがッ乳茄Dであるということである
。す

なわち,波 動関数を

成前十警 巾 紺ル祢n
( 5 , 8 6 )

と変化 させた とき,

〈y官,mhl Tttαkclびy,,nh〉

十くびy骨,m品I Tttαkcly,,mh〉
=0 (5.87)

( 5 3 9 )にならって

乳
αE角]=孔
αE角]十α4αE角] ( 5 8 8 )

を定義すると,孔
α
,4aは (5.40),(5.41)式で ycs

を yαに置き換えればよい。そこで(5.87)式の意

味するところは

警
れ
響
判  伸 の

である。(5.89)を用いると,(5.88 )をαで微分す

= 2越 c [打ぇ]一
響

ることにより

∂!|;告|ど1==ン名α[れ]
が得 られ る。 したが つて,α

=1

(5.88)式と(590)式より,

孔E″]=EEcE%]一
響 lα=1

一 「sEれぇ]}

となる。( }内 の量は

ち(5,76)式は,

E坐[″]=α
2ど
xcE″1/α]

あるいは

ど酷E角ぇ]=九
2Excレ
]

と表わすことができる
15).

(5.77)あるいは(5,78)式において,

ギーの部分だけについて考えてみよう

ど宰E″]=逆 x[れコ

は成 り立つ。また,(572)式 より

乳Eれ1れ] =上ム[″]
α

である.こ の両式から

E宰[″]=α
2Ex[角
1/α]           (5.81)

が成 り立つ.(577),(5.81)式より

ず [″]=α
2二
[%1 /α] ( 5 . 8 2 )

が成り立つ。つまり,(577),(5。78)式は二 と二

のそれぞれについて成り立つ。(5.82)式を利用す

ることによって種々の厳密な関係式を導きだすこ

とができる。たとえば,(582)式の両辺をαで微

分すると

∂Eg[れ]=2芝
c[″」ん]十α

2嘩

26

( 5 . 7 6 )

ごxcE幼]と書ける。すなわ

( 5。7 7 )

( 5 . 7 8 )

交換エネル

.明 らかに

( 5 , 7 9 )

( 5 8 0 )

( 5 9 0 )

とすると,

( 5 9 1 )

となる。あるいは(5,90)式を(5.84)式の左辺に代

入すると,

(びθθ) 固体物理



虹 凋=抑 十坐
子与伊
旦
Ll

翌!{孝EcαE″]}=一吉ョ7Lα[″]<0  (5.99)
が得られる。このことを用いると,(5.72)式より,

o < α < 0 ( 九 > 1 ) で は

( 5 . 9 2 )

( 5 . 9 6 )

て

て

目`

守

。（
　

後

一チ
　
ア
」

十ヽ
タ

が得られる
12,13).

さて,(592)式 の関係を局所密度近似の場合に

適用して,運 動エネルギ
ーからの相関エネルギ

ー

ヘの寄与の程度を見積もってみよう.局 所密度近

似では,(523)式 より

碗封瓶釈〕釈つ

封瓶ガOMtt ω
積分変数を″から九″に変えることにより,
碗封瓶んの灰内 側
となる。したがつて,

響 に1封朋のか 脇
( 5 9 5 )

である。したがつて,

例封楓Zlrll瓜っ
でサc(″)を定義すると,(5.92)式より

瓜旗れ響詢 ( 5 . 9 7 )

が得られる。これは文献 18)の (3.15)式と
一致す

る.た だし,こ れに対応する交換相互作用の寄与

はないので,文 献 18)の (315)式の添字は cで な

ければならない.Levyと Pcrdcw12)によると,現

実の金属に対する名パラメタの領域では,名
=2,

4,6に 対応する(●c,とc)の具体的な値はエネルギ
ー

の 単 位 を H a r t r c c として , ( - 0 0 4 5 , 0 0 2 5 ) ,

(-0.032,0015),(-0,026,0.011)で ある.

(5.82)式を用いて,曳 E″コこついてのスケ
ーリ

ング則((5.72)式)に対応する乳匠れコのスケ
ーリン

グ則を導こう。(5.90)式で に
α[角]は負であるから,

(∂/∂α)ガゴ[″]<0で ある。さらにまた,

乳  {:生

Ecα [″]}=一
禄

Ecα [れ]十
1:3ECα

[角]

=と上{α
∂ECα[角]一ゴcα[れ]}

( 5 . 9 8 )

ここで(5,88)式と(5。90)式を用いると

アヽo1 33  No. 7  1998

EcE″]<上 EcαE″]=越 xchゎ]
α

したがって,九二1/α>1に ついて

EcEれ九]>九どcE″]

同様にして,0<九<1で は

EcEz九]<九EcE″]            (5.102)

となることがわかるの。(5,82)式を利用した,別

の関係式として,(5.43)式のフ&t(γ)の具体的表式

を結果だけ示しておこう
1の.

υ&t(r)=υ:xt(″)一α″(″)一αυx(γ)

_α 2が
EC[角1/α]

δz(γ)

ただし,″( r )はれ( r )からくるク
ー

ャ ル ,  4 / 1 x (ア)は

クx(r)=δEx[″]/δれ(r)

で定義される交換ポテンシャルである。既に述
べ

たように,υ路(r)はKS方 程式での有効 1電子ポ

テンシャルである.lim九→∞どc[″ぇ]が有限であるこ

とが証明されているので,(5。103)式で右辺の最

後の項はα→0で特異的になることはない。α
=1

では,υ路に含まれている電子間相互作用から

繰 り込まれた寄与がすべて引き去られるので,

υ&tlα=1は真の外部ポテンシャルになる.

(5.66)(5.68)式のスケ
ーリングに対する,多

くの関係式が得られているが,そ れらのいくつか

を以下にまとめておく。導出に関しては文献 16)

に関連の文献がまとめられている.

l i m  f 正れが] >一∞
え→∞

l i m 九
l E x E ″

九九
ツ
] > ~ O O

え, 0

lim EcEれぇ]>一 〇〇
九→∞

lim Ec[角ぇ
X]=0

え→∞

limど c[角兄ス
ツ]=0

ス→∞

lim九1&[″ボ]=0
え→0

lin九  lEc[れ ぇ九
ツ
]=0

九一→0

(5.100)

(5101)

(5.103)

ロ ン・ポテ ンシ

(5104)

(5.105)

(5.106)

(5107)

(5,108)

(5,109)

(5,110)

(5.111)

27
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5-7 そ の他の厳密な関係式

これまでに述べたような,ス ケーリングの関係

に加えて,二 cについてのいくつかの要請があ

る。

( 5 . 5 3 )式において,

M羽
封
加 つ先の  は り

とすると,孤 立系(原子,分 子,な ど)については

|ァが十分に大きい所では,(5.56)式より

εxc ( r )～- 1ル

でなければならない。

( 5 . 1 1 3 )

密度勾配展開という観点からは,密 度勾配の小

さい所での振舞いにも注意が払われた.交 換エネ

ルギーを

―と相関エネルギ
ーについて,や や面倒な議論を

紹介した。わが国ではあまりなじみがないところ

である.そ うした研究の
一端を紹介するのもなん

らかの意味があるであろう。なお,今 回の議論を

基礎として,GGAの 種々のパ
ージョンを比較,

検討することが次回の目的である。あまり遅れな

いで次回の原稿を書きあげないといけない。
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( 5 1 1 4 )

と表わす。ただ し,Cx (れ)= - 3 / 4 ( 3 /π)1 / 3夕
2角1/3

は LDAで の交換エネルギー密度であり,」は無

次元化された電子密度勾配です=▽ ″/2たF″であ

る。すが小さいときの二(f)の展開は

秘封瓶原か二〇

10

残(∫) = 1 + 訴∫2

てイルサ]≧
―&cE角

が成り立

      ァ(その 4)のおわ りに

となることがわかっている20.(5.115)式の第 2

項の係数は,Shamに よる7/8121)とは異なってい

ることに注意.

最後に Licb―Oxfordの関係について簡単に触れ

ておこう。LiebとOxfordによって最初に導か

れ2り,Pcrdcwら によってより厳しい条件へと絞

りこまれた次の不等式がある15).

雅鑑
九 1 4 c [れ九]≧~ C夕

2卜7 3冴3γ G H 1 0

ただし,1.68≧C≧1.43である。(572),(5.102)

式より

返攻cE″]≧九
1五
及c[れス]ひ <1)  (5.117)

であるから,(5.116)式よりやや緩い条件として

今回は,K O h n―S h a m

28

( 5 , 1 1 5 )

( 5 1 1 8 )

方程式での交換エネルギ

(びθ2) 固体物理

謡

還
ワ
還
ぺ
さ
さ

Ｆ
ド
Ｌ

力
■
尺

将

な

く

法

な

そ

で

4

数

や

が

関

た

こ

Ｈ


